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PROLOGUS. 



Priusquam ea exponam s quas ad quasstionis solutionem conducunt, 
quosdam prcemonere oportet , tum de quasstione rite intelligenda , tum 
de ratione , quam in ejus aolutionc sccuturus sum. 

Quumad difficultates , quibus premebar, sublevandas , me ad diver- 
so* ecriptores contulissem , qui de linea loxodromica tractamrunt , 
nullum fere auxilium ab Ms euppeditari inveni. Nam ut, quan- 
tum fiem poseet, quafstieni satisfaoerem, jam ab initio mihi vieum 
est, talem significari Umym loxodromicam , qua> ducta mtelligitur 
in sphofwidis superfioie. Teliure enim nostra non existente sphce- 
rica, a veritate , quamquam forte parum, dejlectamur necesse est, 
ei linecB loxodromicas , quoad navigationi inserviat, proprietatibus 
utamur, quum tellurem esse sphasram ponamus. 

Quandoquidem autem in tellure sphceroidica , differentia inter 
asquatoris diametrum, atque ipsius telluris axem (gallice applatis- 
sement) vei minima est, omnes scriptores, mihi cogniti, nisi exci- 

(1), hanc differentiam neglexerunt , 



jCO Videatur (Bwret de Maupertiiis, tom. IP, PamHax» d» ta Itute : eed inprimit eonferri 
meretur f-ju* Tmciatns de linta loxodromicaj oui iuwrtu» cst<optri, Memoires ae l's 
Royate det tciencet de ParU, an 1744. — Rationem -aulcna, gua ulitur , nou 
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atque tellurem tanquam globum considerantes , loxodromice proprie- 
tates nobis tradiderunt. 

Ut igitur ad quatstionis solutionem pervenirem, hanc viam in- 
gressus sum: primum quidem, quid linem loxodromica , in spha*- 
roidis superfi.de ductce , et tanquam lineos curvce duplicis curva- 
turce (gall. : ligne courbe a double courbure, ) consideratat , proprium, 
indagare tentavi , et cum hcec satis constarent, talia ex illis collegi, 
quag ad quaestionem solvendam postulabantur , quo facto ipsam so- 
lutionem exhibui. Divisi igitur hoc specimen in tres partes sive 
capita. Fortasse prolixius et fusius, tali modo rem exposui , quam 
opus esset / mihi autem , in rebus mathematicis tironi, alia via , 
qua citius ad scopum perveniri posset, non ostendebatur. Etenim 
non modo qucestio solvenda mihi erat, verum etiam primi fontes 
demonstrandi , ex quibus ea haurirem quos hac de re require- 
bantur. 

Parte prima absoluta cum quosstionis indolem, mente intuerer, 
sic sese habere mihi apparuit. Dari nimirum arbitrabar differen- 
tiam latitudinum duorum locorum, id est dari numerum graduum, 
* ' quibus locus alter sit altero ab aequatore remotior ; neque igitur 
datur latitudo prioris loci , sed est incognita hosc / dari porro li- 
neam loxodromicam , quce per hosce locos transire inteUigitur , id 
est, dari non modo angulum, quem vocant loxodromicum , sed ctiam 
longitudinem ipsius loxodromicas inter duos illos locos intercep- 
tam. Si autem his datis utor, in spheeroidis superficie, determina- 
tus est angulus meridianorum per duos locos transeuntium , id est 
differentia longitudinis eorundem , si vero, dato tantum angulo 
loxodromico et difperentia latitudinum , non detur longitudo iUa 
ipsius loxodromicos , quaestio indeterminata erit , quod e sequentibus 
magis patebit. — Sit fig. 1, CD iinea, quae aliam lineam uiB sub 
angulo dato CD secat in puncto quodam C; proponatur ex puncta 
^4 ducere lineam ^iK ita ut, descripto ex centro u£ , radio 
^iC, arcu CI, pars HI, inter Uneam CD et arcum CI intercepta, 
datce sit longitudinis p? Necesse non censeo hanc constructionem 
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instituere, quce admodum facilis est, sed qualiscunque sit illa con- 
structio , nulla indiget demonstratione , eam locum posse habere , 
ubicunque sumatur punctum C,* sed tum, si v. c. in puncto L su- 
matur punctum C, atque eadem instituatur constructio, erit non 
linea AK, sed alia linea quossita{l). Hinc sequitur, majorem 
minoremve esse angulum Bu±\ quam angulum BAK ; itidemque 
longiorem aut breviorem esse lineam Lh , lined CH, prouti linea 
CD secat lineam uiB in alio puncto. Nisi ergo datur puncti C 
situs, id est, sive AC sive BC, prorsus indeterminatus erit an- 
gulus BAK; sin autem insuper detur lineos CH longitudo , per- 
spicuum est, hoc casu angulo BstK determinatam magnitudinem 
posse assignari. 

Quodsi intelligamus , lineas AB, uiK esse meredianos teUuris, 
arcus CE, GH circulos parallelos, et lineam CH lineam loxo- 
dromicam, meridianum AB sub angulo loxodromico CAD dato 
secantem, idem ratiocinium subsistere poterit, et simili modo seque- 
tur, tum demum differentiam longitudinis BsiK fieri posse deter- 
minatam, cum non modo differentia latitudinum CG seu Hl, et 
angulus loxodromicus ACD detur, sed insuper longitudo CH lineoe 
loxodromicee , inter locos C et H interceptae. Fieri hoc posse dico, 
quoniam uti suo loco ostendetur, etiamsi heec dentur, qucestio tamen 
indeterminata manet, si tellus tanquam sphcera consideratur , quod 
tribuendum videtur peculiari proprietati sphwrae , quod in omnibus 
superficiei punctis eddem curvaturd gaudeat. 

Hoc exemplo satis evidenter exposuisse credo , quid ipse de 
queestionis indole judicaverim. Quosstionem propositam autem solutam 



CO Proprto, quum probleuia solvilur , dua line* AJC, AKj kk, hh, tingulii vicibu» 
mveniuntur , atqae omnia puncU H, H, h, h, «tc., ad eandem curvam Uneam pertinrnt , 
quoo hyperbol* eot, cujua centmm erit pnnctum Aj quodsi producalnr arctu CI, doneclineam 
CD in alk» pnncto D socet, ernnt AB', AB, ipeiua hyperbotm asymptoti, altera aulem hyper- 
bolae pars aiu erit in angulo oppo»ito i\b'. 

CeUrum Unendum eet, me exemplo ciUto solummodo mum fuiese ad declarandum, qoid 
hac de re cogitarcm; neque ea, qua> ad hoc probtema periinent, de linea loxodromica dicU velim. 
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inveni a Leibuitzio (1) et Stone (2), JUathematico ^4nglo. Hi suppo- 
nunt cognitam esse latitudinem loci prioris , neque igitur u»i sunt 
/ongitudine tineos loxodromicos , inter duos illos locos interceptd. 
Eorum solutiones eodem recidunt , ac si quosstio ita fuisset propo- 
sita : dala duoruni kxxxrum differentia latitudinum crescentium ( lati- 
tude crousante) et knea loxodromka (id est, angulo loxodromico ) 
invenire djfierentiana kmgitudims eorundem. Namque ut irmotescat 
differentia latitudinis crescentis duorum locortan, opus est latitu- 
dinis geographicos utriusque loci ccgnitione. 

Et quia Leibniixius ei Stoae iisdem fere verbis quosstionem pro- 
posuerunt, ac nostra quatstio proposita est, in dubium incidi, quid 
ejus esset consilium. Quamobrem, vestros sententias, Viri Clarisaimi! 
prorsus non conscius, dupJici modo quosstionis solutionem exhibui ; 
primum quidem quid Leibnitzius et Stone fecerunt, protuli; tum ita 
quosstionem solvere conatus sum, ut de illa me judicasse supra 
exposui. sit , etiamsi hanc meam solutionem quosstione requiri, 
certo scirem , tatnen facere non poteram , quin primam solutionis 
rationem explicarem et exemplo illustrarem, quandoquidem ambos 
arctissimo vinculo conjunctos sint. 

Habetis , Viri Clarissimi ! ea quos prosmonenda erant, quibus 
proscipue indicavi, quomodo quosstionem percepi, quomodo eam so- 
iuturus sum. f^estro judicio patebit utrum recte egi, nec ne. Feci 
quod potui: quodsi eveniat, ut meum specimen, quamquam summa 
indulgentia illud excipiatis , prosmio dignum non judicetur, nec 
oleum nec operam me perdidisse putabo. 

Quid tentasse nocet? 



(i) Vid. Acta eruditorum. A° 1691. pag. 181. 

(3) luvenitur h«c tolntio m opere ejn», a qoobUm Rondetio, giltico aermone edito, quod 
inecribitur: Anafyte de» infitument petit», comprenant U cakut intigrat, servant de suite 
aux infinimtnt petit» de M. I» marqui» de VBipitat. Faru , 17H. 



Digitized by Google 



CAPUT PRIMUM. 

De Linea Loxodromica , ducta in Sphceroidis 
superficie, et tanquam linea curva duplicis 
curvaturce considerata. 



S I. 

Linea. loxodromica , quee hoc loco significatur , talis est linea , riuae 
Qmnes ellipses meridianas , quae in telluris superficie cogitari possunt , 
sub eodeni angulo obliquo secat. Linea loxodromica itaque nihil aliud 
est, nisi cursus navb, quae semper codem venti rhombo roari proce- 
dit. Oinnes circuli naralleli meridianos eodem miidem aneulo secant , 
sed tamen inter loxodromicarum ordinem referri nequeunt, quoniam 
illa angulus rectus est ('o«to?); neque etiam, si navis qwedam .secun— 
dum meridianam ellipsin, atque igitur etiam semper versus eandem 
plagam cceli , vela daret, cursum sequeretur obliquum (Ao£oy) ; sed 
linea loxodromica tum demum a navi describitur, si, neque versus 
orientem aut occidentem , neque versus austrum aut boream dirigitnr, 
sed medium inter hasee plagas cursum sequitur. 

§ n. 

Angulus ille constans vocatur angulus loxodromicus , estque illc 
angulus eequalis angulo rhombi j hic enim est angulus inter loxodro- 
micam lineam et meridianam ellipsin (1). 

(O Yid. DeUmbre, Mtronomie theorique et pntiqtu, tom. III. dup. XXXVI. $ »• « «i- 
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§ ra. 

Sit fig. 2, P telluris polus, v. c. polus borealis; PC, PG, PH, PD 
tneridiani , denique sit AB Hnea loxodromica ; erunt omnes anguli PAB , 
PEB, etc. arquales; ponatur tellurem esse sphaeram , dico figuras PAE, 
PEB, elc. non esse triangula sphacrica. Etenim in triangulo sphaerico 
Iijtc proprietas obtinet 

sin. PA : sin. PE = «in.PEA : «wi.PAE , 
id est sin. PA : sin. PE = sin. PEF : sin. PAE. 
Sed sin. PEF = «m.PAE; ergo «Vi.PA = «n.PE sive PA = PE, quod 
absurdum est; haec enim in triangulo sphaerico occurrere nequeunt 
nisi anguh PAE et PEF sint recti. Quoniam igitur PAE, PEF, PFB 
triangula sphssrica esse non possunt, neque etiam partes AE, EF , 
FB in eodem plano erunt sitse, et quia idem ratiocinium verum est, 
quam propinqui sibi invicem sint meridiani circuli PC, PE, etc., ita 
propinqui cogitari saltem possunt, ut spatia AE, EF, nulla evadant, id 
est ut PA, PE, PF, etc. coincidant; spatia illa tum fiunt puncta ma- 
thematica, et hinc sequitur non ullum punctum linese loxodromicae 
cum puncto , ut ita dicam , subscquente in eodem plano situm csse. 
Intclligatur planum OST, transiens per telluris centrum, tangere loxo- 
dromicam lineam in A ; quoniam AB est linea curva duplicis curva- 
turae, punctum quoddam E ab illo plano erit remotum, et quo magb 
a puncto A dutet, eo quoque remotius erit ab illo plano. Quodsi OP 
minor evadat, partem quandam PAB sphaerae comprimi apertum est ; 
sed puncta B, E, F, etc. magis tunc etiam a plano tangente deviare 
quisque videbit, et inde concludetur, hoc casu, quo tellus est sphserois , 
lineam losodromicam , etiam esse curvam duplicis curvaturae. Si ratio 
habeatur modi, quo haec curva generatur, a priori judicari licet, ejus- 
modi eam esse, quae magis magisque ad polum convergat , quo remo- 
tiora aint ejus puucta ab aequatore; et, si angulus loxodromicus satis ait 
magnus, tanquam spiralis gyros circum polum aget, et cum in direc- 
tione contraria producitur, alicuhi secabit aequatorem. 

§ rv. 

Lineae curvae duplicis curvaturae proprietates vulgo indagantur ope 
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projectionum orthographicarum hujus linese, in duo plana quocunque, 
abi invicem perpendicularia. Hae projectiones igitur sunt lineae curvae 
simplicis curvaturae, quarum acquationes, quae ex ratione, qua curva du- 
plicis curvatura! est generata , inveniri possunt , sufficiunt, ut omnes 
proprietates lmeae duplicis curvaturae rite indagentur. Rationem hanc 
nunc aequemur, ad detegendas loxodromicae linese proprietates. 

§ V. 

Sit YMV Flg. 3. planum meridiani elliptici, transiens per punctum 
ubi linea toxodromica secat aequatorem circulum MABDC. Sit porro YPY' 
planum alius meridiani , atque P punctum lineae loxodromicae Pp : 
rogetur itaque, si haec linea projiciatur in planum aequatoris atque in 
pianum meridiani YMY', invenire aequationes harum projectionum , 
adbibitis ellipseos proprietatibus ? 

§ VL 

Primum ad projectionem horizontalem , quae est in plano aequatorts, 
animum attendamus. Ducatur linea PE tangens eilipsin YPY' in puncto P, 
sitque hasc linea sita in plano ejusdem ellipseos; ait £ punctum ubi PE 
secat aquatoris planura, atque « ducatur OE, erit OQE projectio hori- 
sontaiis hujus tangentis PE. Intelligatur alia linea PF, tangens lineam 
loxodromicam in P, quae tangens sita erit in plano, quod tanget sphac- 
roidem in eodem puncto P. Planum hoc secabit aequatoris plannm , 
«ecundum lineam EF; quse linea, cum plana YPY* et MABDC sint 
perpendicularia , cum linea OE constituet angulum rectum. Hinc si F 
est punctum ubi tangens PF secat lineam EF , erit triangulum PEF rec- 
tangulum ad E. Porro PQ perpendiculariter in OQ, ergo et perpendicula- 
riter in planum sequatoris, ducta, erit Q projectio horizontalis puncti P; 
et FQE projectio anguli FPE =/Pp; id est EQF est projectio anguh 
loxodromici. Si aQ£ eat pars quaedam projectioms lineae loxodromicae Fp, 
erit QF, quae est projectio tangentis PF, linea, tangens projecuonem 
horizontalem loxodromicae curvac in Q , et cuni OQ tanquam radius 
vector intelligi possit, erit FQE angulus radium vectorem inter atque 

3 
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curvte huear, «I vooentnr illae coordinata u et <p, Himiruni radius vec- 
tor quidam QQ =s u, et angulus quidam MOQ , seu potius arcns 
MA = <p. — . Sit , -Ft#. 4 > eurva projecta , Q punctutn quoddam , OQ 
radius vector, QF.tangens, erk yalor differeuualis tangentis anguli OQ6> 

Tang. OQb = u.2t (i), 

ergo, quoniam Tang. OQb =— Tang. OQF, 

Tang. OQf = — u.iSL 

du 

Si igitur, Fig. 3, ex ellipseos natura atque ex loxodromicae genera- 
tione alium valorem invenire possumus ipsius Tang. OQF,. qui pendet 
ab angulo <p seu a radio vectore u, obtinemus relationera inter radium 
vectorem et angulum <p eorumque differentiales , quae relatio, erit 
aequatio difterentiabs projectionis horizontalis lineee loxodVomicae. 

§ m 

Ponatur axis major OA ellipseos unitati cujusdam mensurse «quabs; 
excentricitas — e; OQ erit abscissa = u, ergo 

QE a* Subtangenti = — ...» 

v 

QR = Subnormali = — u ( i — e*) , 

porro in trianguhs rectangulis RPE et QPE, quffi similia sunt, erit 

PE* = RE X EQ; id est PE = ± Lw\{i—+»){x—w) \ 

u 

cura angulus loxrjdromicus uhique coustans sit, vocetur ejus tangens 
constans r; haberaus 

EF = PE X Tang. anguli loxodromici = ± L \/\ i— «•!*•)( i — «•) 

' (•) Conf. U Cnoix, T/ni/rf iUmtntaire J e cakul diffirtntiel , pag. »45. $ 106. Detuieme 
edition. Parta, 1806. 
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Sed Tang. EQF = — Tang. OQF = + u. ; 
crco 0 ^ = Tt ^('-^) . . 

sive ^ = T r^. ^('-^) (l) 

uj/(i- .«•) v 7 

Haec est aequatio differentiaHs projectionis horizontalis lineae Ioxodro- 
micae. Signura — referendum est ad illam projectiouem horizontalem, 
quae tribuitur lineas loxodromicse in parte boreali spliacroiidis ducue ; 
signum + refertur ad projectionem horizontalem curvae loxodroniicae 
in parte austrah ductae. Has duas projectiones perfecte eequales esse et 

sihi inticem oppositaa, ex ipsa aequatione (i) inielligitur. 

,' 

S vra. 

Hac «utem ratione aequatio differentialis (i) integra redditur. 
_ du V*{\ — *•«•) , i — e*u* 

= ■ ^-«.j =~ T ^ u\/(i-u-)(i^u^ 

r du — e*u*du , n _ , r — du x r e*u du , „ 

]£st autem 

«^(i— <*aff)(i—«») •/ ak^(i^-«*»*)(i— u*) 

. J u J u\/(\*-& uf)(\—u*) ° r v ' J ul/(i—e*u')(i—u*) 

Porro — K 1 ^( 1 —«**»)•( i^k») ] «** r u ( x — g , )fi-ft^(i--e < « , )(i— ^)3<^ 



Sed-(i~*)fi+)^^;^i*)]=£|/(i-^ 

et? o« (<—«•)-. • • .=[l/(i— e*w)+^(i—««)],Cl^(t— *•«•)— V(i— w)l i 
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•/ «|/(i— e*u*)(\— u*) 
u[y(\—e*u*)+\/(\—u*y]. [e*\/(\—u*)—\/(\— e*u*)] rf« 
~" ^ [^(i— ^« , )+* / ( 1 "" M *)][^( l "~^ w ')" -l/ ( 1 """*)] • !/(•— -*«*)•(»— «*) 
...... . _~ e* udu udu 

-= — /</. Zx^-YVjd.^^i— e*u*) — |/(i— m») j = — Log.Nep. 'y(\—e*u*) — l/(i— u*) 

Erg 0 r f^r^-u.) = (») - H-whKi-») } + C ; 

G est quantitas constans in omnibus curvae punctis, qua integraUs quae- 
cunque perfecta redditur. 
Haec est pruna pars integralis, aequationis differentialis : 

c u du ( p ne udu p *e (i — e*) u du 

ReSta V|/(i_*«_.) (!-«•) - 5 V (.-«.) - ' V (i-e«)k'(i-r_.)(i-«») 

L p udu — e*udu t /» k cfa + du—e*u du—e* u* du 

- ■ V " (i-^)l/(i-e«_0 (i-_«) ~ • V SC (i — ^«.) (i — 

udu\/(\—e*u*) e*uduV(\—w) 
f ifdu(\-en*)-e*udu(\-u*) -_.-/•_. K'-" 1 ) ~ Ki-*-**) 

r V(\—u*). dV(}—e*u*)—\/{\—e*u*). d.V(\—u*) 

= W" (^zr^) • . 

Sed (i— e*) =.(i—e*u*)—e*(i—u*) = j|/(i— — w) }» ; 

p e*udu ~ V(\—u*)d.\/(\—u*e*) — \/(\—e*u*)d.\/(\—w) 

V(\-e*u* )(_-«•) - * V 2 * |/(i-*»_.»)» — -*K(i-«-)» 

Sed cogniU est functio 2>ff. = a*- ^ jffi » 

ergo si in hac functione pro * et y substituantur valores convenientes erit 
« e*udu _ \ l/( i—e*u*) — e'y (\— u*) ) _ 

T /kX»-^)(»->) * T ' \\/(\-e*u*)+e*/(\-u*) \ + C ' 
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Huic functioni si addatur integralis inventa 
erit tandem, 

. r „ t «[✓(i-w)--«|/(i--ii»)]1 ) 

^rLog.JSep. fr^ 1 _ w )^ 1 - ir )].[|/( w ^)4.^ l _^pj+^- 

In puncto M , ubi curvae origo, est $ = o et u = i, ergo in hoc puncto 

o = r Log. Nep. L (l L r) | + C; ergo C = r Zo£r. Nep. ( k"(i-r) ). 

Integer arcus <p, si functionis antecedentis nominator ac denominator 
multiplicentur per [^(i— «•«*»)— ek^(i — «Oj*» evadit 

rt. - * T*<r N*n \ ' "* X *l^(l-tt«) {* ( 

<P = rLog. Nep.\ ^-lu^-^i-w) \ ' ' ' ( a > 

Atque haec est asquatio projectioiiis horizoutalis lineae loxodromica? 
ductae in sphaeroidis superficie ; qua ex asquatione patet lineam curvam 
ie transcendentem. 

Si e evadat aero, sphasrois mutatur in sphasram, et aequatio ejusdem 



<P = rLog.Nep. . . .. . (5). 

Sit 4 basis systematis Logarithmorum Neperianorum, erit 

Log. « = i, 
ergo si proponatur talis functio 

H* = erit £ Zog\ ij = Log. z; id est Ztfg-. z = t. 
Sic aequatio (a) mutatur vicissim in 

P u^i-e 1 )'- 'X !l/(i— g*K')~ el^(i--K»)j' , 

5 



L 
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Evolvatur haec functio in seriem secundum Methodum Xewtonianam, 
u\\/(i-ew)— el/(i— w)\'=z (1— u +"(.—*.)- ». (1— <>.) „s+^' (,_<,.)*. x 

X J (i-*») (1-*) + e (e-i) (!-«.)' j * + etc. 
f/(i— e«M')— |/(i— w) = -i(i— <?»)a» + i(i— «?*)«» + etc. 
dividatur prior series per posteriorem, atque prodibit quotiens hujus formae 

xi7 + 4 w+ -& ,<,+ 4 M,+etc - 

a, b f c, etc. A, B, etc. sunt quantitates constantes, quarum valores 
particulares cognoscere non opus est. Erit ergo 

*,- = (i-e>) a > _ + _- M + _ M .+ etc.J 

ponatur k = o, erit ~ = ^ = 00, ergo hoc casu 

*lr— OO- (1 — e*) 1 = 00, 
quod fieri nequit nisi sumatur <p = CO. 

In spiiEera idem locum liabcbit, sed facilius hoc patet. Nam sequatio (3) 

< f = Tl»g.N. P . \ i _^_ uf) \ i 

trauformatur in 11; = —~ r-» 

* 1— K(i— w) 

et posito u = o , erit t, * = 00 , ut supra. 

Hinc concludere possumus, curvas, quae tum in spheeroSde tum in 
sphaera sunt projectiones horizontales lineac loxodromicse, pertinere ad spi- 
ralium genus, quae numquam perpunctum O, Fig. 3, transire possunt, 
nisi per vices innumerabiles circuni hoc piuictum rircumiissent. Itaque 
ejusmodi etiam sunt lineae loxodromicae , quae circum telluris polum sem- 
per tircumflectuntur , illum aulem attingere non possunt, nisi post cir- 
cuniflexiones inrmmerabiles. 
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§ XI. 

Postquam loxodromica linea per punctum M transierit, aimili modo 
circum polum australem agitur, sed contraria directione ac circum po- 
lum borealem. Ergo projectio horizontalis lineae loxodromicae inde a 
polo boreali usque ad australem erit linea curva constans duabus par- 
tibus perfecte similibus atque sibi invicem oppositis. Vid. $ "YTT et 
■Fig. A, Tab. n. 

§ XII. 

Si opus esset curvam lineam , quam consideramus, ope eequationis (a) 
construere, in seriem eam aequationem evolvere magis conveniret ; sed 
cum hoc valde esset molestum, melius est aequationem (i) iterum, sed 
alio modo, integrare. 

du Ai — e*u*) 
Y u ' i — u* s 

evolvatur (i — e*u*)* secundum Newtoni binomium in aeriem, atque 
dividatur hsec series per «; sic habemus 

n du n udu r u*du , 

/p^y ; f^ = - i )-m-«0 C) 

lus omnibus substitutis, fiet 

* § 

Nam C hoc casu nullum habet valorem. 

m m m m — - ■ — ■ ■ ————————————————— ————— ————— ————— ————— —i ■ — — — — ■ ■ — — — I M — — — — ■— — i I ■ i i - ■ ■ 

(•) VW. celeb. L_ Ckoix opere ciuio : CaJctd iatdgmJ, i i 7 5 et ee* 
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Hrec series aaltem aptior est, quam aequatio (a). Nam, cum e et u 
unitate sint rainores, niultis non opus est terminis ad valorem quen- 
dam ipsius <p calculandum, convenientem cum quodam dato valore u. 

Terminus primus hujus seriei est pequatio projectionis horizontahs 
lineae loxodromicae in sphaerae superficie ductae, (vid. aequat. (5)); et 
cum termino secundo termmus primus minuendus sit, si linea loxo- 
dromica in sphteroide ducta est, patet, eodem valore u arcum <p in 
gloho majorem fore quam in sphseroide. Geterum, cum mox construo 
tionem approximativam lineae loxodroroicac exhibiturus sim , non opus 
esse censeo in hac re diutius morari, quod nullius easet utilitatis. 

§ xra. 

Inventa itaque aequatione projectionis horizontalis invenire possumus 
hujus projectionis subtangentes y subnormales , radios curvaturae , 
reliquaque, quae omnibus curvis sint propria; sic v. c. longitudinem 
cujusvis partis invenire possumus ope formulae 

d. / = •/(<*«• + W<J>«) (*) 

id est d. I = i/(du*+T>±-. ^ <*«•)= du. > ... K ' K 

v (i— «•) ' K(i— «*) 

Sed i + t* = secantis anguli loxodromici quadrato, pone = 9* 

ergo d. /= du^ ^JJ \ = <r.du^ + ^.^.^-.JL-.j. 

\\ «* J 

Igitur longitudo curvos lineos proportionalis est longhtudini ellip- 
seos (**) cujus axis major osqualis est axi majori meridiani elliptici, 
et cujus excentricitas k cequalis est = ^( '"H** )' 

Nuuc autem transeamus ad considerationem projcctionis verticalis. 



(*) Vid. La Croix opere eiUlo, pag. i45. § io5. 
(*-) Eodem opere, Cakui iaUgral, $ 180. 
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§ XIV. 

Si Fig. 3. ex puncto P demittatur PS perpendicularis in pla- 
num YMY', quod transit per punctum M, ubi loxodromica linea secat 
acquatorem, erit S projectio verticalis puncti P. Porro ciun QF sita sit 
in plauo aequatoris, si ducatur FU pcrpcudicularis in lineam OM ac 
conjungantur puncU S et U, erit SU projectio verticalis lineae PF, quae 
tengit loxodromicam lineam in P; haec linea igitur Ungit projectionem 
verticalem in S ; igitur ducto radio vectore SO , erit OSU angulus inter 
radium illum et Ungentem SU, cujus anguli valor determinetur. 

EF = ± V(i-*«-) (,-«•) . . ( vid. $VII) EQ = - ; 

7^.EQF = f|=+Tk<^); 

hinc invenitur cos. EQF= K^T^ rr; sin. EQF= ... ^T^^ v 

^(i-^+t^i-w)}' |/J(i-u*)-|-T;(i-e««'); 

U'Q sit parallela OU, et propter QT, UOJ, perpendiculares in OT, erit 
QU' = TU, angulus T7QE = UOQ = cp, ang. U'QF = <p — EQF, ergo 
cos. U'QF= cos. (<p— EQF)= cos. <p. cos.EQF+sin. <p. sin. EQF =..... 

co*. <p l/(i — m») -f- t sin. <p V{i — e*w) 
~ V)(i-*) + r(i-<w).\ ' 

U'Q = FQ. cos. U'QF = ^ cos. <p. (t—w) + £ sin. <J>. i/(i—cw) (i^w). 



PQ = TS = r, eritque 
Tang.V'PQ= Tang.\]ST=±^~. (t—w)cos. <P±^ sin. <p |/(i— ip) (t—e*w) ; 

TO = OQcos.VOQ = ucos.<pi Tang. TSO = UC03 ^ , 
Porro si radius vector OS vocetur p et angulus MOS, v|/, erit 
T*, OSV =f . g = ^.j U ST + TSOj = [ r -^+ ™ 
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zcos.Q +z T sin.<p V(i—e*u*) (i—w) 



z*u — u(i—w) cos.* <p — tu sin. Q cos. <p \/(\—e*u*) (i— u*) ' 
Ex ellipseos proprietate datur 

i — e* — p*sin.*(p \i — e* — p l sin*^\ 
sed x = ST = p sin.fy ; ergo u* = — ^;w=J/j — r - 1 

Pon o est OT = pcos.rP = ucos.<p , et inde invenitur 

f cos. \p pcos,ty\/(i—e*) 
cos. <p - — P^-^-p.^m.^f 

.A(i—e*) — p*(i—e*cos.'\Lj 

atque si haec omnia in praecedenti formula ( 7bag-. OSU = etc. ) sub- 
stiluantur, prodibit haec aequatio 

rfij/ TSw.4jt^(i-*>4-^^M.Hp}.>Xi-fO(i-*)-^ ( , 

f ' Up ~~ lJn^~~fi^p~^^ 

Haec est aequatio differentialis projectionis verticalis lineae loxodromicae, 
quac ntagis implicata est, quam ut methodis cognius integretur. 
Goordinatis rectangularibus usus sum, ut alio modo ad aequationem 
pervenirem; adhibui trigonometriam sphsericam, cujus ope valorem 
Tang. OSU obtinui; sed diversis hisce methodis, ad aequationem forma 
simpliciorem et tractatu aptiorem non adductus sum. Quod fieri aliter 
non posse arbitror, quandoquidem , si tellus fuerit sphaera, aequatio(4) 
fieret : 

<AJ/ cos.il/ -f- t sin.ty \y(\ — *•) 

d.p ~" (i — p*)sinfy — tcos ^\S(i. — p*) 

quae integrationi minime apta est. 

§ XV. 

Itaque de projectionis verticalis natura, ex aequatione (4) nil scire 
possumus. At aequatio 
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pcos.ty = ucos.Q = OT (5) 

modo allaU, si conjungatur cum aequatione (a) projectionis horizontaUs, 
omnino hse duae aequationes sufficiunt ad ipsius loxodromicse proprieta- 
tes detegendas. 

§ XVI. 

Ex natura loxodromicse lineas , quae numquam polum poterit attin- 
gere , perspicere licet , hneam curvam , quae est verticalis projectio , et 
quae representatur Fig. C. Tab. II., numquam attingere posse polos 
neque peripheriam meridiani YMY'. Curva illa est formae serpentinae , 
constatque duabus partibus aequalibus sibi oppositis, quarum una in 
parte boreali, altera in parte australi sita est. 



§ xvn. 

£quatio differentialis horizontalis projectionis sufficit ad longitudi- 
nem cujusvis arcus loxodromici determinandam. Est enim in systemate 
coordinatarum rectangularium , si / signiGcet longitudinem arcus illius, 
x, y et * cujusvis puncti coordinatas : 

dl. = ]/(dx* + ay + dz*), 

sed quoniam , in systemate centralium coordinatarum (uti vidimus $XIH) 

dx* + dy* = u*d0* + du* , 

erit . . . . d.l=z \/(u*d<p* + du* + dz* ) ; 

est autem . . z — (\—e*) |/(i— w«), 

, (e*—i)udu , (1— e*)* u*du* 
ergo d.z = \ ' — — et dz* = v . ' — r — . 

Igitur dl = \/(u*d<p*+du* + ^St" ' du ^' 

Ex aequatione differentiaU (i)nimirum ex d(p = T ^ 

e*u*)) , 

sequitur u*d<p* = t« y ; j du* , 



_ ^ t/ j i + T'— (a + r«) g*M* + e*u* | 
et cum i + t* = (fy ( Vid. $ XIII. ) 

|/(i— «*) r *"* l (•—«*) 5 

ac tandem , ai ponatur — [i — e* + 9*~\ = A*, erit 

^=^^3- « 



Ergo statuere possuinus, longitudinem lineae loxodromicae proportio- 
nalem esse longitudini elhpseoa , cujus axis major aequalis est diametro 

aquatoris, et excentricitas A = ^Vji— «• + a"f. 

Si autem longitudo linese loxodromicse sumatur ab aequatore usque 
ad polum, integrari oportet ab u = i usque ad u = o; sed tum etiam 
ellipseos longitudo integratur ab u — i ad w = o ; sed hac postrema 
integratione obtinemus quartam partem peripherise ellipseos; ergo si 
haec quarta vocetur E, erit longitudo inlegra L linee loxodromicae ab 
aequatore ad polum 

L = v. E. 

Igitur hcec intcgra longitudo cequalis erit hypotenusae trianguli 
rectanguli, cujus basis quartos parti peripherios dictos ellipseos, 
et angulus basin inter et hypotenusam, angulo loxodromico asqua- 
lis est. 

§ xvm. 

In globo erit dl = 
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igitur l — c arc. sin. (u) + c 
a/=oeritu=i; ergo arc.sin.(u) = arc. siru i =90° = 56o° -f 90 = a.36o° 
■f 90«etc. = nT + $T = (n-r- T )T. Id est 

o = fl-(/»4-?T) + c etc = — fl-(n-f $)t. 

Ergo / = — fl"(n + 0 T + «" arc « ( M ) (7)- 

Si baec longitudo sumatur ab « = i, usque ad « = o, erit, quia 
arc. *in. (0) = i8o° = 56o°-f i8o° = nT-f }T = (n-f i)t, 
(Nara, quamquara arc. sin. (o) non modo = 180° sed etiam = o esse 
potest, tamen nostro casu, o esse nequit, quoniam terminus secundus 
tunc eranescit.) -" v 

/ = — <r(n + i)x + <r(n + i)v = <r. i t : 
Igitur in spheera iongitudo integra lineos loxodromicae osqualis est 
hypotenusae trianguli rectanguli, cujus basis oequalis est quadranti 
•meridiani , et angulus inter basin et hypotenusam aequalis est an- • 
gulo loxodromico. 

Sequeretur et haec proprietas ex proprietale, in § antecedente indicata. 
Nam quoniam illa est generaUs proprictas, et de omni eUipse valet, 
subsistat ctiam necesse cst , ai ezcentricitas evanescit. 

§ XIX. 

• 

Igitur Fig. 2. si quaedam pars AB lineae loxodromicae spectetur in 
lelluris sphaericae superficie , erit etiam AB = <r.BL. Igitur figura ABL 
trianguli rectanguli proprietates habet, ita ut, si Fig. 5, bl tcqualis 
est longitudini arcus BL, a l itidem acqualis arcui AL, a b sit aequalis 
longitudini lineae loxodromicae inter puncta A et B interceptae, et abl 
= bap sit angulus loxodromicus. Haec est proprietas mirifica lineae 
loxodromicae in globi superficie ductae, eaque est causa, cur omnia ferc 
problemata Astronomi» Nauticae quam facillime solvantur. 

§ XX. 

Ope aequationum (1 ) et (5) aliae etiam quaestiones possunt resolvi , 
veluti cujusnam longitudinis erunt radii osciUatorii(rqyons oscillateurs) 



( M ) 

etc. : sed haec omnia attingere non possum, quippc nimis a scopo de- 
viarem, et hx proprietates ceteroquin nullius sunt utiJitatis. 

§ XXT. 

Hae considerationes analyticae linese loxodromicfe sufikiunt ad ea 
paranda, quae ad quaeslionis propositae solutionem desiderautur, eaque 
exponere nunc incipiam. 



CAPUT SECUNDUM. 

' Expositio eorum , quce ad qucestionis solutionem 

conducunt. 



% XXII. 



In' hoc capite secundo mihi proposui, invenire longitudinem geogra- 
phicam et longitudinem linese loxodromica? in functione anguli loxo- 
dromici et laUtudinis loci dati. Planum YMY' Fig. 3. secat ecquatorem 
MABD in eodem puncto M ac linea loxodromica. Longitudo geogra- 
phica loci cujusdam , ab unoquoque raeridiano computari potest ; ergo 
nil impedit, quominus illa longitudo incipiat a puncto M: sic si P 
est locus in telluris superficie, arcus MA erit hujus puncti Iongitudo: 
haec longitudo igitur eadem est ac arcus , quem capite antecedenti 
nuncupavi ^). Ergo si invenire possumus u in functione ipsius lati- 
. tudinis loci P , atque si hsec functio substituatur loco u in aequatione 
(2) § 8, obtinemus <p in functione-latitudinis, et anguli loxodromici, 
neque aliud tum requiritur, nisi illum arcum, (cujus longitudo taa- 
tummodo determinata est, ) gradibus exprimere. 
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§ XXItf. 

PR, Fig. 3, est normalis pnncti P; ergo angulus PRE erit latitudo 
loci illius , quod ex geographia satis constat. 
In triangulo rectangulo PQE est 

PQ = QE. Tang. QEP, id est z = — 1^1. Tang. QEP, 



u*(i — <") i — u* 

hinc^obx^^fi-eOli-w*)» TangsQEPss-y*--- ' : etco*.»QEP = , 

v /v n ° ^ ('-«') 1-C'tt*' 

sed cum triangulum RPE sit rectanguhun, erit cos. QEP = sin QRP; 
vocetur ergo latitudo loci P, A, erit 

i — »■ 

4171.' A = 

I — tf« M» 

c«wA co*.A 

quare «• = ■ — r ........ et u = — -; : — — : 

1 i — e*sin*X \/(\—e*stn*X 

hoc substitui debent in aquatione (2), sed melius erit substitutionem 
instituere in functione (1) § 7, atque denovo illam integrare. Ergo 

<i$ = T. — |/ (——7-) = — T. — . -A-, 

Y u V 1 — M» / « swi.A' 

(1 — e*sin.*X) — e*cos.»A , 

du = — x - yi . ---v- ; sin.X.d* 

du _i_ (i-e*sin.*A)-e*cos.*X) </A e'cos.Ad.X 
T irs7^A- T - (i-c-«/».-A).co,.A dA -" T c^A~ T (i-e-*i/».'A)' 



Terminus primus locum habet in globi superficie, nam eo casu fit 

*♦ - + ^ I " kerau8 *- 

a*A pe*cos.*Kdh , „ 

(b ~ T f — T / : + C 

T •* co*.A J i-e*sm.*k 
dx r dx n dx r jdAcos.(^5°- {A) 



V coTa ~ r Jsin.($Q°-k)~ X J 2sin.(45°-\k)cos.(Q5°- ;A) ~ T A*».(45»-iA)ca*-.«(45»-jA) 
"V(^A)' TangM^rJ Tans^lt) Tan «^'^ ' 
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COS . A 

sed — Tang. (90 0 — A) = + Tang. (90«»+ A). 
Ergo — Tang. { (90°—-/) = -{- Tang. \ (90» + A ). 

-ed.esin.* 



. f y e t co*.xd* fe.d.esin.x /____- 

deiiide T / — r-r = T / : — — = T / 1-1 

J i-e>s,n'* J i-e-sivx 



- e sin. a 



esin.x 

g e.d.e sin. x 1 + * * ,B «* 

/ (1 -e*in.A)i /</. 1 -esin.x u + 

i-esin.x i-esin.x 
_ . f e*cos^dx C l+ewi^A > , _ 

J S ltur V 7^7a = T ■ * ^ {,-e,^l + C 

« t * = t j-tcv.ittp. 7^.(450+^)-^^.^/,. ^r^ri | + C 

sive (J) = t» Zo*. 1 (45o + i A). (£p^)* j (») 

Nam G nullum habet valorem, quoniam simulac <p = o, etiam A = o. 
In sphaera erit <p = r Log.Nep.Tang.^ 0 -^^). . . . (9). 

§ XXIV. 

Priusquam ulteriua progrediar paucis exponere oportet quid sit 
latitudo crescens. 

Sint JFT^. 3. YPA , YHB duo meridiani, qui angulum quemcunque 
inter se constituunt, hicce angulus aeque bene arcuAB, quam arcu PH 
mensuratur, id est arcus AB aequatoris et arcus PH circuli paralleli 
eundem graduum numerum continent. At hi arcus longitudine eo magis 
differunt, quo major est latitudo puncti P: est autem 

Radius cequatoris : radium paralleli = arcus AB: arcum PH : 
vocetur arcus sequatoris AB , u; arcus PH , /3 erit , ob OA = 1 et 
PG = radio paralleli = » , 

1 : u = «: /8, ergo /3 = et. u. 
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Porro arcus meridiani elliptici, qui eat i", sine sensibili errore tequa- 
lis est differentiali longitudinis ellipseos: 

( i - e* u* ) ( i - e* ) </A 

i - ip ~ -e*sin* A) 5 
si arcus sequatoris sumatur 1" erit arcus paralleli 

igitur 

» t t, (i-e')dX 

= „ ( ,. rrirA) ' yi,—**xy w 

Si telluris quaedam pars, aliquo modo, in cbartam projiciatur, meri- 
diani atque circuli paralleli in genere erunt lineac curvse, quarum ope, 
uti notum est, longitudines atque latitudines locorum mensurantur: si 
insuper in lusce chartis linceE loxodromicac delineantur, erunt bae etiam 
Unese curvse ; ergo nautis talea chartae inservire non possunt ad vias , 
navigatione confectaa, meliendas, quippe hss viae non lineis rectis sed 
curvis lineis in chartia sunt proposiu». 

Si meridiani atque paraileli fuerint rects lineae paralleke inter se, 
esset etiam linea loxodromica , recta linca . sed ai hoc modo chartae con- 
struantur, quoniam gradus longitudinis iidem sunt ac gradus latitodinis, 
ejusdem longitudinis erunt gradus parallelorum atque sequatoris gradus, 

coaA 

cum eos diminui oporteret in proportione /3 = oi u = ol . 



l/{ i - e*sin*A) ' 

Igitur cum gradus omnium paraUelorum iidem essent ac gradus aequa- 
toris, etiam haheretur baec proporuo: 

ex proportione (x) sequitur 

*** ~" 1 * awA.(i-eWA) ' 

ergo cum proportio posterior priori sit major, usui non accurate inser- 

virent tales chartse, in quibus gradus omnium parallelorum iidem essent 

ac gradus meridianorum et sequatoris. Si autem parallelorum gradus 

omnes sint aequales, atque aequales aequatoris gradibus sumantur, tum 

6 



meridianoruxn gradiis fiant iraemutlea, atque crescant in proportione 

^4 — —^— t — r necesse est ; eoetenim mod*o proportio(aOerit 

cosA(i -e*sin>A) 1 t r w 

qua ralione relatio inter gradus iongitadinis et latitudinis eadem manet, 
ac ea, quae proportione (x) indicatur. Quoniani sic gradus meridiani 
majores semper liunt, quam gradus sequatoris, sive gradus longitudini», 
eam ob causam latitudines in talibus ckartis crescere dicuntur. Erit 
igitur : 

Arcus quidam meridiaoi — latitudini crescenli —fo! = / (' c *) i?A . — 

J * co9X(\-e*smtxy 

tnvenimus anlem & = t £■ — ^4 — ^** -. • \ . 

^ J co*\(\-e>surk) 

Eigo <p = t X latitudinem crescentem puncti P. 

§ XXV. 

Ceterequin cum demouslravei*imas , lineam Lottodromrcam proponi 
possc Knea rccta , si meridiani atque paraileK rectse sunt , .dnmmodo 
meridianoTum gradus crescant, jequatio postrema ex rei natura evidens 
est. Sit enira, Fig. 6. A B G D tahs charta (quam Galli vocaiit 
carte rtktuiie,) Aa ab, bc sunt gradus equatoris, aequales gradibus 
di, ik, kl paralleli ad latitudinem A siti, eruut laUtudines Ad, dB, 
etc. crescentes. Si navis proficiscatnr a loco A ad iocom P, qoi A gra- 
dus ab oequatore sit remotus, erit AF Knea loxodromiea, dAF = AFG = 
angulo loxodromico, ergo erit AG = longitudku loci F = GF. Tang. 
AFG, id est asqualis latitudini crescenti, multiplicatas per anguli 
loxodromici tangentem. 

% XXVI. 

Formuk (8) $ 23 transformari potest in seriem 
<p=T \L.N. Tang.(t&* + iA)— [>'*in.A +i«**w».»A + T e fi sw.»A+etc.J((*)...(iO) 

theorique ct pralique, tom. III. dUp. XXXV I. $ iio. 



(*) Vid. d. Detambre, aitroaomie theorique ct praliqu 
Not. Compeodio •criplionu L. Ji. exprimitur Logarithmtu 
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qua serie confinnatur qnod, § 12 supra , dictnm est, nimirum si lati- 
tudines duse tum iu sphaera tum in sphaeroide seqoales cogitantur, 
longitudinem , quie ope ejusdem linese loxodromicae (id est, quse in 
utraque superficie snb eodem angulo ducta est,) invenitur, iu sphaerft 
majorem fore <roam in spheeroofde. 
yEquatio (9) etiam sic proponitur 

(p = T \ sm.X + 4 sin.'* + j «b.»A + etc } (*) 

ergo series (10) evadit 

<p= t ^(i -<?*)#wi.A+f(i-e?*)*«a\A-f- y (i -««^am.^A+cta... 5 .... (11) 
sed melius erit uti aerie (10), quouiam series (11) minus est convergens. 

Yocetur » difterentia axium (applattissement) , erit nostro casu, ubi 
aequatoris diameter unitati est eequale, ot = 1 — ^(i-c), ergo 
«'-sa+tssi-fetcsaa-d' . 

e* = ^cc — u\o£ -f- 

r s = 8V — ia«* + 6a» — «« 

etc. 

haec si in aerie (10) loco e; e 4 , e* subslituanlur, erit 

<f> = r.\Log.Nep. Tang.(^5 0 -\- , t A)—(3x-ef)sin.X — i( a ]ai , - u \se t -\'a i ). 

sin»x — T (&V - i »«* -f 6«» - **) *wz. s A— etc. . . . \ 
est autem *m.»A = J «w.A — i arn.5 A 

«m.»a = ;«/i.A — /,*m.5A-f-V» «»-5a 

etc. 

Ergo <p = t $ £o#. Mp. Tang. (45<> + iA)— (a* - \ - Jo 1 - {«•) awi.A 

— ( 1 * + T a ** f * 4 +i * s - t* *') «»-5A 

— t »(8«* - 1 a«* + 6a» - a*)5i« .5A etc.£ (1 a). 
Si uti velimus togarilhnus vulgaribus, divtdendus erit Log- 

Tang. (45» + |A) per modulnm sive per ^ ^ ; id est per 
*,3oa585o 9 a 99 4 = 0*4*4*9448 ic^ P<™ * <p innotescat minutis se- 



(*) Vid. Delanxbre , oper» et toco crtau», $ i»6. — Eluni «onferri mereulur Beiout, cour» 
d« maihenittique, tom. IV. § 126 et icq, — Tfotf, «iemenla mathematica, lom. IV. atque 
illk § 536. elementornm hjdrogtaphlaj. — Montuda, hiitoire de* mathemalique* , tom. U 
Itw* VU. nag. 6t4. — Ubi etkat «cimi fornral* (3>, | 3. capitie «Hecedet»** amAta. 
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cundis, dividenda erit omnis formula (13) per sin.i" = 

0,00000 48481 57. Sic fiet 

(p ss jj^|a,5oa58 50929 94. Z.ran^.(45» + iA)-(aa-^-}a^^)*ra.A 

— (4*'-ia»- 7 *^+i^- T V^)*w.5A-V J (8fl?-ia^+6^-«»></i.5AeU-.:(i5). 
Si tellus foret sphaera, esset 

$ = ^TV'- a,5oa58 50939 94. Log. 7^.(45«» + ^) 
si ve 4) = Log. r + £o#. ( Log. Tang. (45° + , A) ) + 5,6765407 . . . (14). 

§ XXVII. 

Si statuamus difTerentiam axium esse TT? erit 
et =0,003994011976 
a* = 0,00000 89641 08 
« J = 0,00000 00368 59 
<** = 0,00000 00000 81 
a 5 et « & sine errore omitti possunt: invenitur dein 

3« - » «* = 0,00698 8os58 5i 
T «»- T a s - ■}«♦ = 0,00000 39790 55 
£(8r*»- 13«*) = 0,00000 00036 73. 

Igitur <p = -r^7ja,50358 5093994/.. ran,gr.(45 0 +iA)- 0,0059880358 5i «w.A 

» 

— 0,00000 39790 55svz.5a — 0,00000 00036 73 *in.5A-etc. j. .(i5). 
Quae series usui quam maxime est adaptata, cum non ploribus, quam 
tribus, terminis opus erit, ad longitudinem accuratissime calculandam. 
Transeamus nunc ad secundam partein hujus capitis. 

§ xxvra. 

• * 

Invenimus $ 17 capitis antdbedentis 

d. I. — o- du — r~r. r~ y 

hasc lougitudo computata est Fig. 3. a puncto P ad punctum p: sed 
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eo casu Fig. 4- si />Q infinite parva , uipote difFerenlialis ipsius u ha- 
beatur, cum OP minor sit quam OQ, u decrescit; ergo du negativa 
sunu oportet. Igitur 

(»-«•) 

r.„mA. = flr,-^4-^^- „.--f£f^__ 0 .,;„ _ (»-«Wa)-«.c C ..'a 
si horum valorum substitutio instituatur, fiet 

d. / = (l -_«)_?. AlA : , 

-~;COS.'*) 

sive </. / = <r( i -c.)_?A. ^ (l _ gtj/>| , A)t ^rHrf^i^w^V^A) ~ * 

Ope Newtoniani binomii habemus 
(i-^o,..A)*(i^«^ 

(T^ ^8 

. . — I .J<**i/j.«A + i. |i 4 «,j.«Acoj.'A+± ||-%w.'Aco*.«A-f-ii.l.^*m..Aco5.«A 
+ lie*sin.*X-\. \ .\ — _i/i.*Aco*.'A-* .J. J .|. — «n.*A co*.*A 

• - s • v .-*_i/i.'A + i l i i- *w.*A co*.*A 

+ l.*.;..<*-i/».«A 

„ — etc. 

J_t cum sm.*X = i - co**.A 

_-wi.*A = i - a co*.'A + co*.*A 
- sinSA =i-5 co*.*A + 3co_\*A - co*.«A 

sin.'A = i -4co«.«A + 6co$.*A-4co«.«A+co_\»A 
prodibit, omnibus reductis, heec series. 

d A = _-. </A. (i - <*) X 
X*[i-7^+f-f-*-f.f..-«+etc.] + fc*[i-_.i^ 

— T.f.ic« + etc.]co5.«A+4.T^[i-5.:c^+6^.ic*-io.^f.He«etc.]co«.*A-T.^- 
[i-a.fH-5.f.f_*-etc.]co5.*A-T.f.^ 

.7 



■ 
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+ io^He*-etcO<w.«A-7.^^^[i-5.>+6.i.fe*-etc.]co*/A+H.f2C , - a -> 
+ 5.Me 4 >o*^A-f.f.£[i-f«'+f.>-etc.]^^ 

— T.T.7.7^ f [i-4.f <?«+etc.]c<w. s A-T. i-T.f^ [i-5.f<?»+etc]co*.»A-f. f-f^ 
[i-3.>+etc.]cM.»A-i.i.i^[i- T ^+etc.]coa.«A+etc j 

Pone 1 -i*.+ T . 7 *4_2. i. 7< *+etc.= i-a 

1 -3.f.e» + 5.f.fe*-4.f.f.f*« + etc. = 0 

1 - 5.f.*»+6.f. T <?*-ete = c 

1 -4.T.«*+io. T .He*-etc = a* 

I ~ 5» TS "f" 6tC* • ••••••#••« 

Tura igitur erit d. I = <r(i -*»). <&. x 

X J (r-a)+[ic^o.-f^(i-a)]co*..A+[ T . 7 e*c.- T . T ^o-i.7.^Ci-«)]^A 
+ [ T .^7^rf.-f.7.7^c+f.^ T .^o-f.7.^(i-o)]co*.«A+[f.f.f.i C «/ 

— f.f.f.f.^rf-f.7.M-^c-f.f.f.^o-f.f.T.S(,-a)]co*/A + etc. j 

Inveninius autem. . . $ 26. e* — 3» - ct, et hinc invenitur. 

e* = o, oo5g7 90598 44 
<r* = o, ooooS 57491 57 
«* = o, 00000 oai57 40 
e* = o, 00000 00012 96 
<h° = o, 00000 00000 07 
Ergo 1 - a = 1 - 0,00890 aoi83 76 = 0,99109 79816 a4. 

f. <?•.©. = o,o©883 58868 61 j f.- (i-a) = 0,00*76 84t49 16-i-; 

\.\.<*.c. = o, 00006 568i44 7 } f.f.-o=o,ooooa 7 4i2 9 64. f.f.^(i-a) 

= O, OOOOO 45894 03. 

T.f.TC*.d. = 0,00000 o45oo 68; f.f.f*^. c. = 0, 00000 019 14 19. ^ ; 
f'7-7- -. b. = 0, 00000 0078108^.; f -f.-( i-a) = 0,00000 oo»64 7 6 -. — 
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4 •«■•7 • t c*. f' = o, 0000000094 83; T.i-w- rf.=o,oooooooo4a2i— ;-.-.4.f. - c 

1 t C X <!* 1 

=0, OOOOOOOOO906-- y T'T'T« -r =0,00000 O00O1 30. -', T'7-V-— (l-a)=0,OO0OO0O00O70-. 

y*) ^o ^3 

Si autem ponatur 

d. I = <r. (i-e* ) rf.A. > (i-a) + Aco*.»A + Bco«.*A + Ccoj.«A + D«w.»A + ete. $ 
erit 

(i-fl) =0,99109 79816 34. 

A = o, oo883 58868 61 - o, 00375 84i49 16^. 

B = 0,00006 568i447 - 0,000037411964 ~ - 0,00000 43894 02 — . 

C=o, 00000 o43oo 68-0, 00000 01914 19.- +0, 0000000782 08^ - 0,0000000264 76^. 

D = o, 00000 0009483 - 0, 00000 ooo4a ai.^ - o, 00000 00009 06 ^ - °> °ooo° 00001 20 ^ . 

Ad coefficientem D etlam pertinet hicce terminus, o, 00000 00000 70 - , 

sed quoniam <r unitate major, ideoque e* unitate multo major est , 
aine errore illum terminum possuraus omittere. Hi coeflicientes in 
eadem linea loxodromica constantes sunt. 

Restat nobis, seriem 

d. I =<r(i-<f) j(i-a) J.A+A<^,«A^d.A+Bco^*A.d.A+C«)4.«A.rf.A+D«w.«A.rfJi+etc.i 
integram reddere. 

dx 

Ponatur coj.A = x, erit ain.X = i/{i-x*) ; dx = -dX ain.X ; dx = - ^ ^ ; 

d. I =er(i-e') H M )f>r~^\ - A*» f*' N . g»-B** ?** . X -C*« jf* J 

v y f v '^(i-jr) 1/(i-jp) |/(i-x') k\i-*') l/(i-x')( 

Est autem (*) 

(•) Vid. ia C/our, Tniti da Calcul InUgral, $ >7 3. 



Digitized by Google 



(5*) 

- /^Sy = + < ** 1/(1 + { • * + k ' (, -* ,) ' 4 • * (x) ' 

— y*-f^= + i*r|/(l-^ 

k ^"*0 -f.f.f.T^/r.*/«.(a-), 

^//c. st/i.(jf)= ^4rc.sin.\cos.*\ = 90 0 - A. 

Si igitur, loco x, a; J etc. , (/(i-x*), u4rc. sin. {x), substituamus 
C05.A, cos'. l X etc. sin.X; (90°-/), atque si omnes integrales functio- 
nes in serie prsecedenti rite colligantur, obtinemus tandem hanc seriem 

/=«r(i-c0.1-[(i-c) + U+T.7B+^.f.:C + ^.4.TD](9Oo-A)+[ T A+ 

T.TB + T.^TC + 4.T.|.TD>m.AC05.A + [TB+i. T C + T .T.lD]. 

«i/j^cos.sA+^C+T.fDjjm.Aco^.iA+TD^in.Acoj^A+etc.l+r 

sive 

/=o-(i-^)>-(i-P)(90« > -A)+Q.si>».Aco*.A+R.5m.Aco«.»A+S.*w.Aco5.»A+T*w.Acoa.'A+r 
Calculo autem patet, coelficientes P, Q, R, S, T, sequentes ha- 
bere valores. 

1 - P= 0,99554 3953075 - o,ooi58o5o33 45^ - 0,00000 16193 18^- 1,00000 00088 o3 ~ , 
Q = o,oo444595i45i -o,ooi38o5o23 45 --0,0000016192 18—^ 0,00000 00088 o5 , 
R = o,ooooi 65 116 81 -0,00000 68g58 89- -0,00000 10813 25 ^ - 0,00000 ooo5556 L y 
S =0,00000 00730 56 -0,00000 oo335 18 — + 0,000000012886— - 0,00000 ooo44 5o — , 

T = 0,00000 000 1 1 82 - 0,00000 oooo5 28 :— - 0,00000 00001 15 — - 0,00000 00000 1 5 — . 

In origine, id est Fig. 3. in puncto M, est /=so, itemque A = o, 
ergo series erit in hoc curvae loco: 

o = cr(i-c)[-(i-P).9<>] + r. 
Igitur quanlitas constans r = c(i-e*) (i-P) go°. 
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hoc valore substituto fiet tandem 
/=<r(i^))(i-P)A+Q.*w.Ac0*.A+R.^^ 

fii e fiat = o, sphisrois mutatur in spheeram; 
tum etiam P, Q, R, S, T, fiunt nulles; namque hi coefficientes , uti 
e superioribus videre licet, oriuntur ex additione potestatum ipsius e: 
et hoc casu 

1 = A (i5) 

quod convenit cum formula ( 7 ) vid. $ 18 et imprimis $ 19. (cap. antec.) 

§ XXIX. 

Series (14) in aliam, usui magis idoneam, ita transformatur. 
«w.A.co*.A=si»ii».aA 

ain.A. cosSA = «*.A. co,.A. cos .'A =Uin., A. T (i+cos .3 A ) = ~ sin.**cos.*X+isin.** 

= isin.2 A +- j*wi.4.A — 
*/».A. co*.*A = *«i.A. cos.X. cosM =\sin.*X.i(l+fros.*+cosJ&=± sin.^+isin.^ 

+ n sin.^XcosJ^X. = n *w.3A+- * ,i/».4A +- jW/».6A- £ jm.aA 
= -ksin.iX +-T*i>».4A +■ n sin.6.X. — 
ain.A. co».?A = M».A. «w.A. co*.«A = Uin.iA. & (1 o +- 1 5 co*.aA +- 6co* ^A + co*.6a) = 

n *in.aA +■ ttt sin.^X + & cos. 4A. sin.iX + ,' 4 *m.aA. 
co*.6A=T7**n.aA+- TTT*»rt4A+- .-7 ji/j.6a - rWw.aA 
+- ttt*w.8a - T7T*w.4A = n«/i.aA +- / 4 «1/1.4* 
+- r; *w.6A +- ttt sin.BX. — 

Ergo /=<r(i-e«);(wP)A+-TQ*«i.aA 

+- t R «in.aA +- i R sin.^X 

+-rrS#m.aA+-TSjwi.4A+-TTS*w.6A. ....... 

, , ... n +^ T *w.aA+-TTT*i/ l .4A + nT*w.6A+- TTT T 4 w.8A.J 

/ = <r(i-e.) {(i-P) a +- E*w.aA +- Fsin.^ +- G*in.6A +-.H*in.8A . \ 

Est autein 

E = o,oo333 7 ii5i 89.0,00069 18797 52^ - 0,00000 10779 i5 ^ - o,oooooooo64 80 - , 
F = o,ooooo ao 7 3a 30-0,00000 o865859.i -o,ooooooi5555a^-o,ooooo 00013 4 7 -i, 

G = o, 00000 00035 58 - o, 00000 00010 4 2 i - o, 00000 oooo5 98 i - 1,00000 00001 4o i, 

8 
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/ 1 1 1 

H = 0,000000000009 - 0,0000000000 0» - -0,000000000000 —-0,000000000000 — . 

t* r* 

Multipliccntur coefficientes (i-P), Q etc. per (i-**) = 0,99402 09401 56, tum 
prodibunt : 

K = o, 99068 49390 56 - o, 001 37 19493 5o ^ - 0, 00000 16096 56 — - o, 00000 00087 5o , 
L = 0,0022137991 34-0,000687742941 —-0,00000 10714 70 0,00000 ooo64 4 1 , 

C* V* o*** 

111 

M = 0,00000 20608 a4 -0,00000 08606 82 --0,0000001527 54- -o,ooooooooi2 58- 

0% Q*\ 

N = o, 00000 00025 a4 - o, 00000 00010 54 - o, 00000 ooooS g5 o, 0000000001 3g 
Terininus H (i-e*) omitti potest. 

Erit igitur series, qua longitudo quaedam lineae loxodromica» , a puncto 
ubi aecat aequatorem, ad locum, cujus latitudo est A, inveniri potest, 
hujus simplicis formae : 

/ = ^KA + L*w.aA+M*m.4A + N*»/i.6A} (16) 

§ XXX. 

Hac igitur serie, si detur latitudo alicujus loci et angulus loxodro- 
micus, inveniri potest iter a nave inde ab aequatore ad illum locum 
confectum. Sed cum axim aequatoris unitati asqualem po.suerimus , ut 
innotescat via confecta milliaribus , multiplicanda erit series antece- 
dens per numerum milliarium, radio aequatoris contentum. 

Est autem Log. radii oequaloris, metris ( gall. metres) expressus 
Log. r = 6, 8o453o6 ....(*) 
Ergo r = 6375787, 5o metris. 
Sive r — 6575,75730 milliarilus (gall. kilomttres> lieues). Millia- 
ribus igitur, sive kilometris , innotescet iter, si calculo subjiciamus 
hauc formulam seu seriem 

/ = 6375 , 7 3 7 3o . <r. j K. A + L.sin.oA + M. 51/1.4 A + N. *w.6A } . . (i&) 

(•) Vid. Base du syttime mitrique, par Meckain «t Deltunbre, tom. III. p«g. 196. — 
Ubi axu asqiulorii vocalur m. 
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CAPUT TERTIUM. 
Solutio Quoestionis Propositce. 



§ xxxi. 

Praemissis igitur iis, quae ad quaestionis propositse solutionem condu- 
cunt, ipsam solutionem, quemadmodum fieri posse mihi visum est, nunc 
exponere incipiam: et cum duplici modo me eam intellexisse praemo- 
nuerim, absolvetur boc caput partibus duabus, quibus continentur 
duas quaestionis solutiones. 

§ XXXII. 

Qvmstio prima hujusmodi est : data duorum locorum differentia 
latitudinis ( crescentis, ) et linea loxodromica , invenire differentiam 
longitudinis eorundem ? 

§ xxxni. 

Si verbis, data linea loxodromica, concipiamus, datum iri angulum 
loxodromicum , cognoscamus utriusque loci latitudinem necesse est: nam 
sine eo differentia latitudinis sive sit crescens sive non, in omnibus 
sphaeroidis superiiciei punctis dari potest , et diflerentia longitudinis in- 
determinata manet. Sit igitur A latitudo prioris loci, A' latitudo loci 
alterius, ita ut sit A' major quam A; erit longitudo <p prioris Joci, 
inde a puncto ubi secat linea loxodromica aequatorem , 

<p = . T „ \ 3,3o358 50929 94 Log. Tasig. (45" + o, 0059880338 5 1 
sin.i „ _ ^ 00000 297 g 0 55 s lfl> 5 A _ 0> 00000 00036 7 3 tt'n.5 a - etc. i 

(vid. form. (i5) $ 37 supra. ) 



( 56 ) 

Sic etiam alterius loci longitudo erit 

Q' = -^—^ 1 3, 3oa58 50929 94 Log. Tang. (45»+^') - o, oo5g8 8oa38 5i ji».a' 
sin ' 1 l _o, 00000 39790 55 sin.'i a' - o, 00000 00036 7 3 sin.5 a' - etc. ^ 

Hae series duobus factoribus (gall. facteurs) constant, quorum alteri 
exhibent latitudines crescentes dictorum locorum(vid. § a5supra infine). 
Deducatur prima series asecunda, fietque: 

V-* = ZCT ) 3 ' 30358 50929 9i£og'{T«g.(iSr+i**): Tang.(i5-+^)]- 
o, oo5g8 8oa38 5i (sin.x' -«».*) - o, 00000 39790 35 (* w*.5a' -«».5a) 

- 0,0000000026 72 (jih.5a'-jiii.5a) - ctc. | (17). 

0' — <p est differentia longitudinis duorum locorum, id est angulus inter 
meridianos, per illos locos transeuntes : et factor secundus, ipsius 
seriei, est differentia latitudinum crescentium. Jn sphaera erit 

§ XXXIV. 

Si differeutia latitudinis crescentis in sphaeroide vocetur , D in sphsera a\ 
erit: 

i° (p — <*& = T.D.sin.i", 

3° <p' — <p = T.d: sin.i". 

Igitur i° . . . 1 : T = D:<p' — <p. sini", 

a° . . . i" : t = d : <*&'— <p. sin.i". 

et cum radium unitati sequalem fecerimus, inde, tum in sphaeroide tum 
in sphaera , hsec emanat regula , in navigationis theoria maxima? utilitatis : 
radius est ad tangentem anguli loxodromici in eadem ratione , ac dif- 
ferentia latitudinis crescentis ad differenuam longitudinis (*). 

§ XXXV. 

Sin.p — sin.q = 2sin.\(p -q) sin.^(p + q)\ ergo si hoo applicetur 
ad seriem (17) modo inventam, habemus hano seriem, magis idoneam : 

(♦) Vid. Bixout, court dc navigation, $ 66 ct teq. P«ru, ut IX de U ripubl. 
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V-^Titrfa 0 * 5 * 5 °9 a 9 9 4 ^-[^p^^-<>,oii976o477o a «».-:(^). 

co*. t (a' 4-a) - 0,00000 59580 70 ««.j (a'-a) co*. t (a' -f a) - 0,00000 ooo53 44. 
Wn.i(V-A)co,.' r (A'+A) | ( , 9) 

Si alter locorum in australi telluris parte situs sit, uti in Fig. 7, ejus 
latitudo respectu alterius loci latitudinis erit negativa : v. c. situs sit 
locus , cujus latitudo est A in htemisphacro australi , eritque 

*'-^=^l J ' 5MM ^99"°*£j^l^0" O * O " 97fo4 " O1 "'"* ,+A) - 
co*. T (a' - a) - 0,00000 59580 70 sin.~ (a ' -J- a) co* .7 (a'-a) - 0,00000 ooo55 44. 

«».i(A'-f-A)cO*. T (A'-A). . . . . j (30) 

* 

% XXXVI. 



transit 



Exemplo sequenti rem illustrabo: 

Rogetur invenire differentiam longitudinis duorum locorum, quo- 
latitudines sint A = 55« 14' io"; A' = 40« 56' 8", et per quos 
loxodromica } cujus angulus loxodromicus = 65°. 

45» -f t a' = 65«a8'4»; a' — a= 7 «"4i' 58»; 
45« + T A=6i«5 7 '5*i a'+a= 7 4mo' 18»; 
t (a'-a) = 5'5o'5 9 »; t (a' + a)=5 7 «5' 9 »; 
4(A'-A) = 8»5a'5 7 »; 7 (a' + a)= iu« i5' a 7 »; 
t (a' -a)=i 9 «i4' 55»; t (a' + A)=i85°a5' 45». 



£./.i(A' -a)=X.«».5°5o' 5 9 »=8,8a6 9799 
X.«^(a'+*)=X.«m.57 , 5'9«'=9,9oi8576 

Log. 0,01197 6o4 77 oa.... = 8,o 7 83 1 55 (-10) 



Log. hujns prodQcti=6,8o 7 i5io(-io) 
= -f- o,ooo64 143 1 000. 



L. s. T (a' - a) —L. sin. 8« 3a ' 5 7 »=9, 1 7 a 1 884 
L.s.\ (a' +x)=iL.cos. 1 11« i5' a 7 »= 9 ,55 9 38oo (-) 
Log. 0,00000 59580 7 o.... = 4, 77 5io55 (- 10) 

Log. producti 



Numerus = — 
9 



5,5o66 7 39 (-10)- 
>o o5an a5. 
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L. ,M(a'-a)=Z. s i*. 19» i4 ' 55»=9,5i8o 7 64 iLog. tang. (45»+^a')=X. f.65»28' 4»=o,54o6590 
X. «. 4U> £. *. i85* s5 « 45"= 9,9980475 [Zo*. (45--K*) = X. I. 6i« 5 7 »5»=o,g6 7 5 7 a4 
Log. o,oooooooo5544....=., 7 2 7 8664(-io) txay.^^^^^^S H-j^o^SaSee 

Zogr. o,o 7 5*866 =8,865o 248 (-10) 
Log. 2,5o358 50929 94 =o,56a3i5 7 

Log. producu.....=9,33 7 a4o5(-io) 
Numcrus = 0,16874 8 7 55* 59 



Log. producti = 1, 245990i(-io)- 

Numerus = — 0,00000 0001 7 55. 



Iiaberaus igitur : 



<P' — ^a ^, j O,i68 7 48 7 55o59-o,ooo64i45iooo-f-o,oooooo3aii 25 + 0,00000 00017 55 j 



= — : — r" .0, 16810 60811 61 

Log. 0,1681069811 61 =9,225585 7 (-10) 
Log. r = Log. tang. 65°=o,55i52 7 5 

9,5569152 (-10) 
Log. sin. 1* = 4,6855 7 5o (- 10) 

Log. (9' -9) = 4,8715382. 
Ergo (?'-*) = 7 4558*,8oo = 20» 5g' » 8 *» 
P»o spbaira hivcBittrt (p '-f ) = 2o»44> o5 r . 



§ xxxvn. 



>, quae hujusmodi est : 
Questio SECHHDA. Data duorum locorum differentia latitudinis et 
loxodromica, id est, dato tum angulo loxodromico, tum lineae 
loxodromicos longitudine a primo ioco ad alterum, invmire diffe~ 

corundem locorum? 

§ xxxvm. 

resolyitur si invenire possimus differentiam longitudinis 
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qiuEstac in functione diflerentiae latitudinis, anguli loxodromici et lon- 
gituchnis ipsiua loxodromicae linese, inter illos locoa interceptae. Ope 
foruiularum {19) et (ao) $ 55, iuveuitur differentia longitudinis duo- 
rum locorum in functione anguli loxodromici, differentis et sumnue 
latitudiuum; sed etiam in illia formulis cum occurrat Tang. 7(90° -}-A), 
et Tang. 7(90°-j-A'), utraque latitudo separalim coguila sit nccesse est. 
Datur hac qutestione differentia latitudinis ; si igitur invenire possimua 
summam latitudinum in functione datae longitudinis lineae loxodromica», 
etiam utriusque loci latitudo in functioue illius longiludinis data erit. 
Ltenim ai detur 

A' — A = 

atque si inveuerimua .... A' -f- A = f( /) 
erit A' = i*+7/(0 et A = T/(/)-ia. 

§ XXXIX. 

Invenimus autem 

/= 6575, 75750. r. ) K. a -f- L. sin.2 \ + M. sinA \ + N. sin.6 x. j 
(vid. $ 5o formula (16'), quae longitudo referenda erit ad locum pric— 
rem -, longitudo autem quas ad alterum locum refertur , cujus lalitudo 
est A', erit 

/' = 65 7 5, 7 5 7 5o. r. {K. a' + L. sin.i x' + M. sinA x ' -f- N. «».6 \'.\: 

Ergo : 

(/'-/)=6575, 7 575o.,v { K.(a'- x)+L.(sin.i*'-sin.*x)+1i.(sim.i*'- sin.i\)+ H^sin.S\'-sinS\). \ 
ideat, adhibita cognita reductione,. 

(/'-/)= 65 7 5,75 7 5o. r. }K(a'- a) + thsin. (\'-\)cos.(\' + a) -f- aM*i*. 3 (a '- a) cos. a (a' + a) 

4-3N«».5(a'-a)co*.5(a'4-a). I (ai) 

Est autem COS,l(\' +\)=2COS. t (\' +\)~ lf «w.5 (a'4-a)=4c«.»(a'4-a)- 5 co*. (a ' -f- a) j 

Ergo (/'-/)=65 7 5,7575o.* j[K. (x'-x)-M*in.i(*>-A) ) + a(L.*»i».(A' -a) - 5N.*i».5(a'-a)] . 
cos.(x'+x)+WIm2( ' -\)cos.'(\' +\)+8Xm5(\'-\)cos.*(\' + a) . . . ,\ 

Datur in hac aerie, quae ad terminum quartum perducta est, (quo- 
niam reliqui sine errore omitti possunt) (/'-/), (A'-A); ergo etiam 
'*«j.(A'-A), *m.a(A'-A), **n.5(A'-A), et <r, atque incogmta nobis est 
(A'4-A); igitur haec senes , si spectetur ut eequatio tertii gradus ip- 
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sius cos. (A'+A), inservire polest ad determinandum illum cos. (a'-|-A); 
quo inveuto cognoscetur etiam (A'-J-A), binc, ope datse differentia? 
(A'-A) inveniuntur A' et A in functione eorundem datorum, ac denique 
si hae functiones substituantur in serie (19) aut (ao), obtinetur longi- 
tudinis differeutia in functione anguli loxodromici latitudinis differen- 
tiae et datae longitudinis lineee loxodromicae. — Queestio igitur erit soluta. 

§XL. 

Verum quum difiicultates considerarem, quibus nostro casu, sequalionis 
illius tertii gradus resolutio adstricta esset, quandoquidem, utpraeberem 
solutionem generalem nulla aba, nisi Cardahi resolvendi metbodus in 
promptu erat, et cum illara methodum apphcationi minime aptam 
viderem, ob magnos coefficientes in serie nostra occurrentes, ea omnia 
cum considerarem , aliam solvendi rationem institui oportere arbitra- 
bar. Haec solutio eo nititur fundamento, quod, cum differentiam axium 
telluris — 777 supposuerimus , tcrminus quartus seriei inventae (ai), ni- 
mirum, aN . *//j.3(A'-A) cas. 3(A'-f-A) , omitti etiam potest, ita ut nul- 
lum hoc inducat errorem : quod exemplo manifestare conabor. 

§ XLl. 

Sit, utiin exemplo antecedente, A'-A= 7-» 41' 58"; A'+A = 74« 10/ 18"; 
angidus loxodromicus = 65°. 

Primum calculo subjiciamus coeflicientes K, L, M et N. (vid. $ 39.) 

K=o, 9906849593 56 -0,00157 1949350^- - 0,00000 1609556 —-0,000000008750 

ir b c d 
sive K = a —- . 

e* r* 

Log. t = Log. sec. 65° = 0,5740617. 
Log. i.= 7,1375581 (-10) Log.c. = 4,2067007 (-10) Log.d.z= 11,9420081 (-20) 
Log. r* = o,748io54 Log. r* = i,4 9 6io63 Log. e« = a,a443ioa 

£o^. jL = 6,58 9 234 7 (-io) Log. fj = a, 7 to4 9 3 9 (-io) Log. £ = 9 ,6 97 6 979 (-ao) 

— = o,ooo?4 5o33o 56. — = 0,00000 oo5ia 26. » = 0,0000000000 5o. 

Ergo K = 0,990439855054. 
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L= o,oo32i 37991 54 -0,000687742941— - 0,00000 1071470^ -o, oooooooo64 4 1 

b e d 



a r» r* 



Log. b =6,8374362 (-10) Log. c =4,0399801 (- 10) Log. rf = 11,8089535 (-20) 

Log. r ' = 0,748 1034 Log. r* = 1,4963068 Log. r* = 3,34i5l02 

Log.l- = 6,0893328 (-10} Log.l = a£S$6?55(-xo) Log. A = 9 ,564643i (- ao) 
— =0,000123855171. _• = 0,00000 oo54i 73. — = 0,0000000000 57. 

r* ** r* 

Ergo L = o, 00209 09397 54. 



M = 0,00000 30608 2 4-o, 00000 08606 83 — - 0,0000001537 54 - — o,ooooooooi258 _. 

r* r* r* 



r» r* r» 

£0^. i =5,9548427 (-10) Log. e =5, 1250476 (-10) £og-. <f = 11, 0937206 (-20) 
Log.*» = o, 748io34 £o^.r*= 1,4963068 £*£.r»= o,a445io3 



Log. -=5, i86 7 5 9 5 (-10) ^.l = i,63684o8(-io) £off.-l= 8,8484io4(-2o) 

r* r* r* 

— = 0, 00000 oi557 3 5. — = o, 00000 ooo43 55. — =0, 00000 00000 07. 

r» r* r» 

Ergo M = 0,000001903859. 

N = o , 00000 00023 34 - o , 00000 0000 54 JL - o, 00000 oooo3 95 -i. -0,00000 00001 59 -jL. 

b__ _c_ d 

^ r» r* r* 

Log. b = 1,01 45ao3 (-10) Zof. c = 10,5965971 (- 10) Log. d = 10, i45oi48 (-20) 

£o£.r* = 0, 748lo34 Log.o*= 1,4963068 Log.** = 3,2445103 

Log. A = o,s664i68(- 10) Zo^. _= 9 , ioo5 9 o3(-3o) _ =7,8987046 (-20) 

r* r* r» 

JL = 0,00000 0001 85. - = o, 00000 00000 15. — = 0,0000000000 00. 

^% f* 

Ergo N = 0,000000003136. 

10 
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a = 7 »4i' 58»= 27718» 



Zoa\ij/i.(A'-A) = g,i 270388 (-10) 
Zo$. co». (a ' -J-a) = 9,4357 74 1 (-10) 
Log. L.... =7,53o3594(-to) 
Log. 2.... =o,5oio5oo 

Log.product. =6,i84i795(-io). 



Log. 27718» =4,44a6o5a 
Log. sin. 1* = 4,6855709 (- 1 0) 

Log. (a'-a) =9,1281801 (-10) 
Log. K. =9,9958282 ( -10) 

Zo^.K.(a'-a)=9,i 3 4oo85 (-10) 

Term.prb*i2±l(x'-»)z=z o,i55o4 79794 89; s9euhdus^o >0 oo\B »8*73«. 

Log.sin. 2 (a'-a) = 9,4^4 1258 (-10) 
Zo£. co*. 2 (a'+a) = g,95oo558(- io)(iws«f.) 
Zo^. M.... = 4,3794067 (+!•) 

Zog% 3 =o,5oio5oo 

Zo^. producti = 5,9545g85 (- 10 ) (n*g-«r. ) 
Term. tertius = — 0,00000 00860 1 9. 

Terminus primus + Termino secundo — Termiao tertio = 0,1 55ao 07106 81. 

Log. 0, 1 353007106 81 = 9, i245o6S (-10) 
Log. 6575,75750 =5, 8o455o6 
Log. 6 = ^> 574o5i7 

Log. (/'-/)... = 5, 5o5o888 

(/'-/)... = 20O9,5o56g miUiaribus. 
Sive (/'-/) = 2009 hlometris -f 5 hectometris -f 4 metris. 

Hic igitur est vic confectae valor, adnibitis solummodo tribus termi- 
nis seriei (21) ; adjiciamus autem quarlum terminum : 
Lojg. sin, 5 (A' - A) = g,59559o3 (-,0) 
Log. cos. 3 (a'+a)= 9,8675267 (-10) {negat.) 
Log. N = 1,3275655 (-10) 

Log. 3 = o,3oio3oo 

■ 

Log. product. = 1,0897103 (-10) (negat.) 
Terminus quartus = — 0,000000001239. 
Ergo urmians (i) + (3) — (3) — (4)= ^iSSso 0709452. 

-Ergo cum Log. o,i53ao 07094 52 = g,i245o6x (-10) fcre idem sit atque 
Log. 0,155300710681 supra, diffieret etiam {/'-/) adhihitis quatuor 4enaiBis, 
fere nihil ab (/'-/), adhibitis tribus terminis. 
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§ XUI. 

Cum igitur quartus terminus, in valorem longitudinis (/-/) nihil 
faciat, erit 

«w.a(A'4-A)>. 

sive 

(r-0 = 63 7 5,73 7 5o,r.|[K(A'-A)-aMi/».a(A'-A)] + aL*/n.(A'-A)co*. (a'+a) 

-f- 4M«j*.a(A'-A). co*.«(a' + a). \ . (aa). 
if i 

Cum detur (/-/), facias — — - = h; quod si tunc ajquaUo aute- 
cedens methodo cognita respeotu co*.(A'-f-A) resolvatar, prodihjt 

_ j/j( 16 ft. M. f /n. a > ' - a) -f 5aM 'j//i.« 3 (a'- a> 4-4L'«b" {a' - a)- 16 K.M. (a'-a) j/n.a(A»- *)* 
* ' " ' ^fa.a^A). • ' - - - ' 

§ XUII. 



Characteres -f et— ante radicis characterem videntur duos valores di- 

versos cos. ( A'-f- A ) praebere , unum minorem , alterum majorem quam 90° ; 

ideoque duobus modis uutestio resolvi posse videtur : sed si valorem 

ipsius co*.(A'-j-A)propius inspiciamus, patebit, duos hos cbaractercs simul 

locum obtinere non poase. £tenim si ita proponatur 

t_ti_ _ - aL,f/n, (a'-a) 

<**.(A'+A) - 8M ^ a(V ^^ 

4:k^4.L»j/w..(A'-A) +8M.j/n,a(A'-A)[an.- r -4M.fi».a(A'-A) - aK.(A'-A) ] j 

8M.j/n.a(A'-A) 

patet: 1° quantitatem cujus radix sumi oportet, semper esse majorem 
quam aJL«/».(A'-A); et curo 8M,*w.a( A'-A) [a h. + 4M.s*>i.a (A'-A) 
- aK(A'-A) ] sit minor quam [8M.*i/i.a(A'-A) ]•, — quoniam a h. et aK x 
(A'-A) fere «quales M|ni, ideoque aA + 4M*«i.a(A'-A) - aK (A'-A) 
propemodum = 4M.*m.a(A'-A), igitur 8M.*m.a(A'-A ). [a/i. +4M 
«ih.a(A'-*A) - aK(A'-A), propemodum = 8M.a«.a( A'-A) 4M.*w.a(A'-A)] 
ideoque minor quam [8M^wi.a(A'-A)]«, — eam ob causam 2° patet, 
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quantitatem, quA y/\$L*sin. % (>!-*.) + coi/.Jmajor est, quam zL.sin. 
(a'-A), minorem futuram, quam 8M.«in.a(A'-A) : pone igitur 

co*.(A + A) WLaim* (a'-a) 

Ergo 1- cos. (A' + A ) = ftM . * f , . . . . 2«. . . cos. (A'+ A) = '^''^^"T * 

« minor est quam 8M.*i«.a(A'- A), ut diximus; et cum uterque nu- 
merus unilate mmor sit, (quod ex praeccdenti calculo satis 



tur,)erit 2sin A ) um** 4 * semper minor; sed quoniam fLMn.fi-A) 

longe major sit, quam 8M.*i/».a(A'-A), erit **** 

semper major-, ergo erit hoc casu, co*. (A' + A) unitate seraper major, 
idque absurdum est. — Formula inventa igitur unum tantummodo valo- 
rem praebet co*.(A'+ A) ; atque ille valor obtinetur, si calculo subjiciatur 
sequens formula 

/ »/ i »\ -viLain. (a ? -a) 
cos. ( A'+ A ) = . \ — f 

+ ^4L^m.«(A , -A) + 8M.ji>i.a( A'- A)[a^ + 4M^ii^(A t -A)-aK(A'-A)] l . 
8M««.3(a'-a) " L * ' ( a5 > 

§ XLTV. 

Si igitur omnia colligamus, quse huc usque, inde a § 37, dicta sunt, 
sequens subsistit systema tequationum , quibus quastio posita resolvi potest. 

Sit (A'-A) differentia latitudinum; r tangens anguli loxodromici; 
ff secans ejusdem anguli; (/'-/) longitudo lineee loxodromicae inter 
duos locos interceptae et milliaribus expressae. 

K = o, 99068 49393 56-o, 001 37 19493 56 ^ - o, 00000 16095 56 ^ - o, 00000 00087 5o ^ , ...(«) 
L = o,ooaai 37991 54-0,00068774*9 4i- - 0,000001071470^ - 0,00000 ooo64 4i ,..{b) 
M = 0, 00000 30608 a4- 0,00000 08606 83 --0,00000 01 5»7 54 i -0,00000 oooia58 — , ,..(c) 



i 
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F-l 



cos 



65 7 5, 7 573o.r («0 

-L.j»i.(v-a) +kjL«f in.«(y-A) + 4M.j/».a (a'-a) [A4-2Mm/i,2(a'-a)-K(a' -a) j \, % 
* A +A '=" 4Mwi.2(a'-a) ~ (e) 

hinc invenitur <A'-f A), et cum detur A'-A, cognoscitur etiam A' et A. 
denique differentia longiludinis geographicse hkc formulA invenitur 

3=<P'-<P=— ^ja,5o358 50939 9^g.| T a ^ r j.^^ -o,oii 97 6o4 77 oa«».i(V-A)x 
cof.i(A f -J- a)- 0,00000 59580 70*111,1 (a' - a) co*.7(a'-|- a) - 0,00000 ooo53 44 x 

5,>».4(A'-A)C0M(A T + A)} (f) 

Exemplum particulare non afferam, illustrabo autem calculo parti- 
culari formulam (e) antecedentis $; ad quod efficiendum utar iis, quae 
in prsecedenti exemplo $ 4* inventa sunt. 

£c£.&=9,ia45o65-io; Zog'.2Mn».3(A , -A)=4,oo45625-io; Zo£.K(a'-a)=9,i24oo85-io 
A=o,i55?oo 7 10681 ; 3Mji».3(a t -a)= 0,00000 ioio56i ; K(a'-a)=o,i53o4 7 97 9 489 
h^-iMsin. 2(a'-a) - K (a'-a) = 0,0001 5 5 7 4» 7 53. 

Log.L. «i«.(A'-A) = 6,44 7 568a-io 



Log. 0,0001 5 5^4 1 7 55 = 6,i8679i8(-io 
Io^.4M«»,3(a'-a) =4,5o55 9 35 (-10 

: 0,^2111*5 (-IQ 
U 



Igitur Ua«M <*'.-*) 4- 4M*m.a<a»-A) X 
Zo^. 0,00000 00787 U7 = 3,8964546 - 10. 



Log. L*.mjm<a' •**) = 8,8947 564 - 10 
L». mju* (V-a)= 0,00000 00784 76 



: 0,0000000787 87. 



Log. |/x>,ooooo 00787 87 = 6,448s3 7 5 - 10. 
Ergo 1/0,00000 oo 7 8 7 8 7 = 0/10028 06863 5 7 
— L.#i».(a'-a). . . . - = 0,00028 oi555 06 

D fferenlia : = 0,00000 o55o; 5v. 



Log. 0,00000 o55o7 5i : 
Zog-.4M. «/».»( a'-a) 

I^g.t&k. (a'+a) 
Ergo (a' + a) 



5,74i5555(-io 
4,5o55925(-io 

= 9,4557628 
= 74° 10 ' 19*. 




dafeatur A'+* = 74°, 10' 18": ecgo dii- 
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§ XLVI. 

Si alter locorum, v. c. locus cujus latitudo est A (Fig. 7.)> in parte 
australi telluris situs sit, erit A ratione A' negativa, ergo differentia 
latitudinum fit earum summa, et vicissim summa fit diffcrentia: ni- 
mirum datur bc — (-a«) = bc -f ae = A'+A, ergo, cum formula (aa) 
evadat 

a b = /' + / = 63 7 5, 7 5 7 5o. r {K.( a ' + a ) - aM./m.a (*' + a) + aL.,/». ( * ' + a) X 

co<. (a'-a) + 4M.«*»,3(a'+a)<k«.»(a' + a)$ 
invenienda est A'-A; quae differcntia eodenx modo, sequatione (e) § 44 
obtinetur, atque supra invenimus summam A' + A, mutatis scilicet mu- 
tandis; sed inventa (a'-A), et ob eam causam , A et A', adkibenda est 
series (ao) $ 55, ad differentiam longitudinis inveniendam. 

§ XLVII. 

In nis oninibus supposuimus differentiam axium (applattissement) 
esse , eaque inter varias suppositiones ( differentes suppositions 
d* applattissement) minima est ; si autem aliae differentiae admittantur 
v. c. maxiraa Trr , perspicuum est formulas inventas non inservire posse 
ad problema solvendura. 

Solutio, quam dedimus, eo nititur fundamento, quod (vid. $ 4° 61 4 l ) 
tres termini seriei (ai) sufiiciunt ad longitudinem liness loxodromicse, 
inter locos duos interceptam, accuratissime inveniendam. Si vero major 
sumatur diJferentia axium, majores etiam fiunt coefficientes K, L, M, N, 
ejusdem seriei , et pluribus tum opua est terminis , ad illam longitudinem 
determinandam. Si autem differentia axium fuisset rh — o, 00666 66666 66 , 
esset **= o, oi5a8 88888 88 (vid. § 36 et a8): his inveni, primum ter- 
minum coefficientis D § a8, sequalem fieri 0,000000071157, et 
tandem fiet terminus primus coeflicientis N, $ 29, = 0,00000 002900 90. 
Ergo cum series (ai), posita differentia axium = ttt> aa * tre » termi- 
nos producta, sufficeret ad longitudinem (/-/) determinandam, ejusque 
tertii termini coefficiens M eequalis sit o, 00000 ao6o8 a4 - caet. , suificiet 
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etiam, si ponamus differentiam axium esse 777, seriem dictam ad ter- 
minum quartum producere, cujus quarti termini coefliciens N ssqualis 
eat o, 00000 03900 90 - caet. , ideoque minor quam coefficiens M, quem 
suppositione 757 obtinuimus. 

iEquatio cujusope, hoc casu, summa latitudinum ( A' 4" A ) invenitur, 
est tertii gradus, uti vidimus $ 5g ; et cum ejus resolutio , si fleri pos- 
set, at certe multis maguisque diiiioultatibus obetricta sit, banc se- 
quentem methodum approximativam propouimus , quu qusesita summa 
( A' -{- A ) accuratissime iunotescet. - 

§ XLvm. 

Sint K', L', M', N', coefficientes seriei cujusdam, quae est formae 
ejusdem, atque series (ai); quae autem convenit cum alia auppositione 
differenti» axium, v. c. cum maxima differentia tjt- Haec series si pro- 
ducatur ad terminum tertium, erit 

(/' -i) = 65 7 5, 7 5 7 5o. r { [K '(a' -a) - iM'«».i(a'-a) ] + aL 'sin. (a' - a) cos. (a' + a) 

-f- 4M ' sin.i (a' - a) cos.* (a' + *) \ 
sive ft=a[K'(A'-A)-aM'«».3(A'- A )] + 3L'«».(a'-a)co*.(a'+a) 

+ 4M'm».3(a'-a) co*.«(a'+a) j 

si autem eadem serics producatur ad quartum terminum, heec erit 

As[K'(a'-a)- aM'*m.a (a '- a) ] + a [h'sin. (a' , a) - 5N 'W».5(a' - a) ] cos. (a' + a) 
+ 4M' sin.3 (a ' - a) co*.« (a ' + a) + 8N ' sin.5 (a' - a) «w. s (a ' + a) : 

si ex serie prima , tanquam ex aequatione secundi gradus , resolvatur 

cw.(A'+A), prodibit, uti vidimus : 

. -L'«».(a'-a) 
c^.(A' + A)= 4M>f .J (At _ A) 

-|- \/\ L ' » im.* (a'-a) + 4 M ' f 11». a (a' - a) [h + aM ' j w.a(A> - a) - K' (a ' - a) ] j f 
4M'jiiua(A'-A). K * } 

Si autem in serie altera terminus quartus, scilicet 8N'*w». 5 (A'~ A) x 
coj*. (A'-f-A), tanquam coustans consideretur, atque ea conditione ra- 
tione co*.(A'+A) resolvatur, erit 
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co*.(A+A) 4M'««.a(A'-Aj + 

^j(L')'w(V-A) + iM'«»^^ 

4M'«'i».3(a'-a) 

• SWww.gftf-iA) [aL / gt«.(A , -A>-5M / <*».5(A'^A)] - 5aN , M f xtii.a(A>-A>iwJ5(A^A)cQi.»(A f -fA)( 




(4im igitur opus 



Primum ope formulse («), in qua 
niatur co«.(A' + A), erit hicce valor non verus sed vero accedet: tum 
in formula (/3), loco co«. s (A'+ A) ponatur ille valor, qui formula (a) 
modo inveniefaatur. Quod&i tum calculo subiiciatur formula (/3), pro- 
dibit alter valor cas.(A' + A), qui ad verum valorem magis accedet. Si 
autem demio valoris accepti potestas tertia ponatur loco eo«. , (A , -f-A), in 
formuh (j(3), accuratior inde proveniet tertrus valer tpsius coa.^A^+A); 
et sic tamaiu opus proceatu oportet, onaimrm auo vaiores sunseqijentes 
ipsius cos.(A'+A) difierunt. Etenim si doo illi valores nant «quales, 
indicio bocerit, inventum co*.(A'+A) justum habere vaiorera. 

§ XLIX. 

Casu igitur , quo differentia axium est maxima , quatuor sufficiunt 
termini seriei (ai), ad inveniendas latitudines duorum locorum , quorum 
diflferentia latitndinis datur, et pars intercepta linese ioxodromicae. Sed 
illam rationem, qna antecedentem quaestionem solvi, tnm etiam ido- 
neam e&se, cum major esset differentia axium, id est, cum plures ter- 
mini seriei (ai) postularentur, statuere non ausim. 

Nam, cum ex serie (av), quse in genere bujus est formae, A=a(A'-A) 
+ 6co*.(A'+A) + cca«.«(A'+A) + rfca*.»(A'+ A) + «0M.«(A*+Jl) + 
caet., et quae celeriter convergit, eti ex superioribus vidimus, cum ex 
illa serie, dico, valor cos.(A'+A) requiratur, si series, pluribus quam 
tribus aut quatuor terminis con6taret nihil fere aliud nobis restaret , 
quam seriem illam convertere, id est, aliam invenire, quas 
cogniU elementa, (A'-A), h, a, b, c, caet. esset ordinate. 
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Rationcm hanc primum secutus eram : series autem, quee tandem pnr- 
dibat, vel maxime divergere apparuit; fuitque forma, usui 'rainime 
apta : eam ob causam , et quoniam multum temporis, ad coelhcientes 
Ulius seriei calculandos, requirebatur , viam istam non ingressus sum. 
Sed illam calcayi, quam supra osteadi, et quae tum a me cernebatur, 
cum, calculatione coeflicientium seriei (ai), viderem, seriem illam vel 
maxime convergere. « • ■ 

Sed et haec ratio, ut dixi, inservire nobis potest, si major sit diffe- 
rentia axium. Etenim ri series (ai) primum ad tres termuras producta 
intelligatur, atque tuno ex ilia serie seu aequatione, resolvatur«»;(A^A): 
deinde ad quatuor terradnos sit producta^ atque si, ope invena' valoris 
co5.(A'-f A), ex prima serie, denuo resolvatur respectuco.f.(A < -}- A<),.«ti 
fecimus in $ 4^» iUe valor secundus, vero valori magis accedet. Tum 
series ad quinque terminos produci potest, et &i eodem modo tractetur, 
obtinebimus tertium valorem co*.(A'-)-A); et sic ad infinitum progredi 
possumus, donec justum valorem acceperimus. Et quamquam tali ra- 
tioni insignis labor adjunctus est, tamen anteponi debet illi methodo, 
quae in seriebus convertendis consistit. 

... . * > \ < 

. . . . ...... 

ResUt nobis, quawtionem propositam solvere casu, quo tellus est glo- 
bus. Hoc casu differenua longitudinis erit : 

(vid. fornv 18. § 55) et longitudo hneae loxodromicae inter duos locos 
r — l=*65 7 5> 7 $ 7 3o.*(x'-.x). ....... .(0 

Namque iu serie (ai) omnes coefficientes L, .M, caet. , utpote ex 
excentriciUus prasentia orti, evanescunt : K autem uniuti ih aeoualis. 

(Conf. J 28.) _ 

Hae dua? aequationes dautur ad problemati» *olutionera exhibendam; 
cum autem ex eequatione ({) ea invenienda sant^ qum in Xunctjone («) 
sunt incognita, nimirum A et A', sive potius A, quoniam A'<s*A+(A.'-A); 



(5o) 

apparet, quaestionem positam in globi superfide esse indeterminatam 
naraque elementa, qnibus constat functio (£), omnia cognita sont, neque 
inservire possunt ad ea determinanda, quse in lequatione (*) requiruntur. 

Atque hanc qusestionem tum indeterminatam esse, ex knoaroraicte 
linese, in globi snperficie ductse, nalura sponte sequitur. Etenkn cum 
§ 19 viderimus, longitudinem lineae loxodromicae inter duos locos, ad 
determinatam distantiam a se invicem positos, semper esse ejusdem raag- 
nitudinis, ubicumque hi loci siti sint, sive sint prope aequatorem, sive 
prope polos , sequitur , diiTerentiam longiludinis illorum locornm non 
esse determinatam : quoniam haec differentia , seu potius, quoniam an- 
gulus, mcridianos inter, qui per hosce locos transeunt, augetur sive 
r, prouti illi loci polis seu eequatori propiores 



§ U. 

Si autem data fuisset latitudinum summa, facile quastio resolveretur, si 
tellus sphaerica admittatur. Nam, cum functio (£) praebeat latitudinum 
differentiam, invenitur utraque Iatitudo separatim, et tum functio (e) 
applicari poterit. Hujus qusestionis solutio majorem exigit laborem, si 
tellus ponatur sphaerois ; namque in serie 

h = K(A'- A) + aLeo*.(A'+ A) *wj.(A'-A) -f- aMc©*.a(A'-f* A) *£».a(A'-A) caet. 
hoc casu non datur (A'-A), sed (A'-|-A), et invenienda est differentia 
(A'-A); et quoniam tum ipse arcus (A'-A), tum ejus sinus, *«j.(a'-A)> 
in illa serie occurrit, optimum videtur, valorem sinusia functione ipsius 
arcus evolvere, quod insutuitur ope seriei cognita? 

P s i P* P* » 

sm. p=p— ■ r - , - — / — + caet. 

r r i.a.3. i.a.5.4.5 i.a.5.4. 5.6. 7. 

et quandoquidem haec series, si loco p scribatur, (A'-A), a(A'-A), ac 
tummultipliceturprimum peraL.co».(A'-J-A), dein per aM.co*.a(A'-f-A), 
( qui coeflicientes admodum parvi sunt ) quandoquidem haec series , dico , 
tum celeriter convergit, paucis certo opus erit terminis, ita ut differentia 
quaesita determinari possit, eodem modo, ac § 4°* stunmam (A'-f-A) de- 
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atque fonctioncs, quas inveni, sufficinnt ad solvendas 
quacstiones, quae in Astronomia Nautica de linea loxodromica 
proponi possunt; scd causam non video cur illas qusesuones earumque 
solutiones hic praeberem , cum meum specimen inutiliter talibus ex- 
tenderem , que aon postulantur. 




Quacstionem propositam ita elaboravi , ut vires unebant: num ves- 
tro, Viri GUrusimi! judicio haec pLaceant, eventus docebit. Quum vero 
boc ex studio multos sane fructus perceperim, 

Quid tentasse rwcet ? 



(5*) 



4 ' " 



APPENDIX. 



• | !■•-..••' . 'i •*• • • • 



CONSTRUCTIO PROJECTIONUM LUsE^ LOXODROMICjE. 

'. / i .;'•■.••• i • « ♦ • • • 



• • «. 



Quamquam ad quaestionem directe non pertinet, lineae loxodromica; 
conslructionem exponere; tamen, quoniam in capite primo de linea 
iUa , tanquam de linea curva duplicis curvaturae , egi , non alienum 
videtur, linearum curvarum , quae ipsius loxodroraicae sunt proiectiones , 
ilguras cxpendere, earumque constructiones huic specimini addcre. 

Hss constructiones non nisi approxiraativte esse possunt, idque in 
multis curvis obtinet, veluti in spirali elliptica, parabolica, hyper- 
bolica, aliisque; neque etiam exponam constructionem projectionum 
hujus lineae, in sphaeroidis superficie ductae; nam, quamvis fieri possit 
talis constructio, tamen nimis est implicata: sed, quandoquidem diffe- 
rentia axeos telluris et radii aequatoris vel minima est, ideoque sphaerois 
non multum differt a globo , si tura de sphaeroide , tum de sphtera 
hae projectiones fuissent factae, tam exigua esset figurarum differentia, 
quae seusibus fortasse observari non posset. Primum igitur 
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Constructionem projectionis horizontalis linece loxodromicce , in sphoerce 

superficie ductoe. 

Sit Fig. 8, OAB sequatoris pars; C pohis, P locus quidam, cujus 
lauludo est PA = A; CA, Ca, Cb, CB, meridiani , quam proximi ;, 
PW linea loxodromica, erit CPW augulus loxodronucus : demittautur 
ex punctis P, P', P", caet. , perpendicula Pp, P'/?', P"/>", caet. , in 
planum eequatoris, quod ab illis, in punctis />> />'}/>"> secatur; lisc, quam 
proxime sumta, constituunt lineam curvam, quae projectionem horiaon- 
t.ilem liiieae loxodromicse exhibet. Ex lineae loxdromicae proprietate, 
{vid. § 18 et 19), figurae PQP', P'Q'P", caet. gaudent proprietatikus 
triangulorum rectangulorum rectilineorum ; ergo si P'Q , P"Q', WQ", 
caet., aequales sumantur, erunt,obangulos aequales PP'Q , P'P"Q', caet., 
etiam arcus PQ, P'Q', P"Q", caet. aequales: ducantur ex centro O cir- 
culi concenlrici, per puncta p, p', p", caet., erunt hi circuli projectioues 
circulorum parallelorum , qui ipsis circulis paraJlelis aequales sunt, et ob id 
idem , erunt etiam pq = PQ ,p'q' = P' Q' caet., ide&tpq = jfq 1 = p"q", 

caet. Probatur hoc euam ex aequatioue differentiali a\p = ^jj^ (vid. 



§ a5). Namque, si dX non utpote differentialis, sed tanquam diffcrentia 
{diffirence finie,) spectetur, conveuit dX cum parte P'Q: cigo erit 
ckp s PQ. Sit d<p' = P'Q' ; dx' = P"Q', erit 

d<b v d<p' = Jl- : -*L- ; 

T cos.x COS.X 7 

cos.a. et cosX' aequales sunt radiis circulorum parallelorum, sive aequales 
radiid Op, Op', cact. = r et r 7 ; ergo si sumantur dX, dX eequales, erit 

d<p:d<p' = ±: ^-=/:r; 

sed n^duorum circnlorum arcus quidam sunt in ratione iuyersa radio- 
rum, efunt hi arcus aequales, ergo d<p = dcp'; atque de reliquis arcubus 
P"Q% caet. , cum idem ratiocinium valeat, patet, quod dictum est. 



(54) 

Si detur cfA , datur ctiam dty = r. dk , ope trianguli rectenguli , 
cujus cathetus sequalis est dA, et angulus huic catheto oppositus, aequalis 
angulo loxodromico. Ex his omnibus sequitur hasc coostructio. Fig. 9. 
Ducatur circulus , cujus radius AO, radio asquatoris aequalis cogitetur: 
ergo ipse circulus aequatoris planum repraesentat : in hoc plano, erit 0 
projectio utriusque poli. Projiciantur deinde in illud cdrculi paralleli, 
qui siti sunt ad latitudines A, A-f dA, A + adA, A + 5dA, caet., quod 
hoc modo fit: sint R et P duo puncta, quorum latitudines sunt AR = A, 
AP = A + dX , demiltantur ex iliis punctis perpendicula RQ , PS in 
radium OA, atque ex centro O, radiis OQ et OS, descrihantur duo cir- 
culi, qui erunt projectiones dictorum parallelorum. Pone autem P 7 csse 
projectionem puncti lineae loxodroraicse, quod punctum simul contine— 
tur in circulo parallelo, cujus projectio est circulus P*Q : ducaturOP', 
fiatque in projectione SG, alterius eirculi paralleli, CP" = <ftp, erit punc- 
tum P" alterum punctum projectionis quEesita?. Quodsi llla construc- 
tio pro omnibus punctis, inde a puncto A, iteretur, invenitur tota 
projectio lineae loxodromicae, quae ostenditur Fig. A. Tabula II. 

In Ula curva exemplo sumsimus lineam loxodromicam, cujus angu- 
lus loxodromicus squalis est 7o° j itidem sumsimus dX = ai°. Sit Fig. B 
Tabula U. , BOD = 7o°, OD = longitudini arcus a£ graduum circuli, 
cujus radius est OA; Fig. A: ducatur BD parallela lineae OA, et BA 
perpendicularis ipsi OA, erit OA = AB. Tang. OBA = rdx =d<p. Ut 
constructio fuisset accuratisaima , opus esset, ut, vel particulari construo- 
tione, vel calculo, innotesceret longitudo arcus, qui sequalis cst a{° 
circumferentiae ilhus circuli, cujus radius est OA, Fig. Aj itidemque 
i equireretur, ut calculo constaret quot graduum, in diversis circulis pa- 
rallelis, esset arcus dtp\ verum admodum molestum hoc esset; eam ob 
causam approximative idem feci, et circulum extremum, Fig. A, 
magna mensura representavi , ita ut arcus aj*, tanquam linea recta 
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haberi pbssit; atque ut arcus d<p in omnibus circulis parallelis fierent 
ssquales, dividi lineam OA, Fig. B, in aliquot partes aequales minores; 
et ri ita singulae partes transferantur in circulorum peripherias, accu- 
ratissime inveniuntur longitiulincs d<p in diversis illis peripheriis. Ma- 
nifestum hoc fit, inspectA figura A, in qua arcus CD et HI , qui in diversis 
circulis, quorum radii sunt OM et ON, sumti sunt, longitudine fere 
non differunt, si partes ipsius lineolae OA, Fig. B, separatim in has 
circumferentias translatce sint. 

Constructio projectionis verticalis. 

Projectio verticalis linese loxodromica? , ope horizonulis projectionis 
constructa;, sequenti modo invenitur. Demittatur Fig. 3. Tabula 1, ex 
puncto quodam P lineae loxodromicse , perpendicularis PS iu planum 
YMY', erit S projectio verticalis puncti P, dum Q est projectio hori- 
«ontalis. Si autem tellus est sphsera, erit PQ = ainui latitudinis = sin.X ; 
OQ = GP = radio circuli paralleli, per punctum P transeuntis = co*.A: 
sed QT perpendicularis est]OM, et ST perpendicularis eidem OM; ergo 
ST = PQ = sin.X : hinc sequitur haec constructio. Fig. 9. Tab. 1. 

Sit P" punctum projectionis horizontalis j ducatur P"T perpendicula- 
ris in lineam AO, eaque linea indefinite producatur: describatur radio 
OP" = cos.X , ex centro 0 , circuli arcus , secans AO in S , erit OS = cos.X, 
et SP, perpendicularis in OA, = sin.X : sumatur TS' = SP = sin. A , 
eritque S' punctum projectionis verticalis lineae loxodromicse. Nam si 
semicirculus OADG, circum lineam COA , tanquam circum axim , vertetur, 
donec perpendiculariter insistat plano CBAO, puncta P", T, S' instatu 
eodem erunt, atque puncta Q, F, S, Fig. 3, ergo erit S' punctum 
projectionis verticalis; quum illa constructio adhibetur in omnibus piuic- 
tis horizontalis projectionis, Fig. A, Tabula II, prodibit projectionis 
verticalis forma, Fig. C 



(») 

Si constructiones eaedem instituantur pro lineis loxodromids, in australi 
hfiemisphaera sitis, similes proveniunt curvae, in figuris A et C,punctis 
signilicatce ; quae taraen a curvis in boreali parte projectis, non separatae 
sunt, sed cum his integras curvas constituunt, quas sunt projectiones 
lineae loxodromicte, ab uno polo ad altcrum, in spheerae superficie, ductae. 
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RESPONSIO 



A D 



QUAESTIONEM ASTRONOMICAM. 



i. Si corpus e luna projiciatur tn tellurem, atque in spatio procedat, ipsius motus, 
vi quadam motrice effectus, variis viribus ageotibus mutatur et determinatur. Simul at« 
que enim e superficie lunae profectum est corpus , et in directione vis projicientis procc- 
dereconatur, ipsa luna, scmper gravitans in corpora, hoc corpus projectum rursus ad 
sc trahit , eiquc in motu alium dat cursum , ez quo autem ipsius telluris vi attractiva denuo ' 
deflectitur, et novam viam ingredi cogitur: corpus autem, dum in lunae superficie ver- 
satur, una cum luna vehitur circa tellurem, et simul etiam afficitur vi centrifuga, ln di« 
rccdone ltnrae , tangentis lunae superficiem ; haec autem vis oritur e rotatione lunae 
circa axim fixuai , ad orbitam lmttrem paullo inclinatum. Si igitur corpus e luna proji- . 
ciatur , tnotus rotatorius circa tellurem , et motus centrifugus circa azim lunae, jam jam 
conservanwr , et cum reliquis motibus conjunguntur. 

a. Quamvis autera luna una cum tellure circa solem ducatur, eamque ob causam talia 
motus corpori moventi etiam communicetur , tamen, quoniam hicce motus ad solem re« 
fertur, et tum pro tellure, tum pro luna, idem est atque pro corpore, corpus nonim. 
peditur solis actione in motu, qui ad tellurem ejusque satellitem refertur; quapropter 
terram qaiescentcra consideremus licitum erit. 

Revera sol, et ethun planetae magna vi agunt in tellurem et praecipue in lunam, ita 
ut hujus motUB circa tellurem vel maxime sit irregularis ; scd tantam essc hanc actio* 
nem , ut , si non consideretur , inde proveniat insignis variatio in tempore transitus 
ipsius corporis projecti , non est quod opiner ; quare etiam has vires perturbatrices omiu 
tere liceat. 

Cum autem luna non perturbatur in ejus motu circa tellurem, non multum etiam a 
veritate deviamus, si ejusdem motum uniformem, eamque ob rem, ejus radium vcctorcm 
medium, ad tellurem ductum , fere constantem habeamus; tum enim tam parva est ex* 
centricitas orbitae lunaris, ut in determinatione vis projtcientis et temporis, ejus valor 
non uiultum faciat. 

A a Na. 
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Natura denique problematis ejustnodi nobis videtur , ut v praeter telUircm, ettunam quies* 
ccntem fingcre liceat; si enim tellus quiescat et lunam circa se ducat, corpus, e lun* 
projectum , eodem motu rotatorio afficitur ; ergo t quantum luna proccdit ab Occidcnte 
versus Oricntem , ttntum et corpus provebitur in eadem directione , ita ut motus rotato* 
rius corporis, ratione lunae non observetiir; st igitur hunc motum excludamus, nil omit- 
titur, quo motus relativus de luna ad tellurem mutatur; ergo cum supposucrimus , mo« 
tum lunac fere esse unifermetn , ejusqne ndium vectorem constantein, nuuc ettatn eo 
facilius supponerc possumus: corporis tramitum codcm modo ficri , sive luna circa tcl- 
lurcm agiictur , sive quiescat; quas hypotlieses eo libcntius arripimus, quoniam magnas 
difficultates levare , idcoquc ipsura problema nostris viribus magis adaptare videatur. 

3. Deterroinatur vis, qua corpus e luna est projiciendum ut in tellurem perveniat, si 
invcniatur vclocitas , qua corpus e luna abit et in tellurem venit : itaque aptum nobis vi- 
sum est, primum invenire generakm formulara seu valorem velocitaris, ex qualibet vi 
motrice ortae ; et inde determinare minimum ipsius vefocitatie, qua corpus, e luna pro- 
fectum, telluris supcrficiem potest attingere: hac autem vi determinau , tcmporis functio» 
itm e formuHs inventis deducere conabimur. 

4. Accuratius igitur determinemus vires agentes. 

a. Vis projectionis. 

b. Vis centrifuga e lunae rotatione nata. 

Hae vires uniformiter agunt , ideoque uniformem velocitatem efficiunt ra motu corporis; 
quapropter e determinatione generali effectus virium acccleratricium cxcluduntur, sed 
tum demum in nostro calculo considerandae sunt, cum virium acceleratricium intensitates 
in quovis temporis puncto determinaveriraus ; inserviunt igitur illae vires uniformes , ad 
dcterminandas constantes, ita dictas arbitrarias % cum agere incipiant ra motus originc. 

c. Vis attractionis. 

Hacc vii ipsi materiae corporum coelestium insita est, et agit in ratione directa quantit»- 
tis txaseriti, atque in ratione inversa duplicata distantiarum ; unicuique atomo propria est, 
sed cx mcchanica liquet, si massa sphaerica aut sphcroSdea attrahat punctum, ad distan- 
tiam x ab cjus centro posituiu, attractionem omnis massae eandem esse, atque si haec 
massain ccntco fuisset collecta; ergo erit attractio massae telluris M ax punctum quoddaca 

M 

extrinsecus positum , proportionalis ipsi - a ; sic etiam si massa lunaris m agat in idem 

m 

punctum , ad distantiam y ab ipsius centro positum , erit attxactio proportionalis -5. Si 

autcm corpus projectum consideiemus, ejusque massam vocemus p, attractio non lo- 
cum liabet in punctum sed in massam p. Haec massa p eodem modo agit in tellu- 
rem et in lunam , easque attrahit cum viribus , quae proportionaies sunt valoribus 

m 
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et ^; corpus n resistit igitur hlsce viribus; actio autem acquahm producit reactio- 



massam esse haud magnam ratione massarum tellum etlunae; ergo haud valida intensi- 
tate agit in hasce massas corpus projectum ; et ea propter ejus actionem in tellurem ct in 
hinam ncgligerc possumus. Ergo vires actractivae , quae corporis motum mutant et de- 



5. His positis, sint (Fig. 1.) T et L centra telluris et luuac; sit TLX orbita 
lunaris, TL radius vector; sit C locus quidam corporis projecti, et concipiamus illum 
locum tellurem inter et lunam. Ducamus radios TC et CL ; sit CA perpendicularis in 
planum TLXorbitae; Ax sit perpendicularis in radium vectorem TL. Ponamus coir- 
dinatarum originem in centro fixo telluris T, et vocentur: 

ladius teHuris = a; angulus variabitis LTA = Q ; 

ndius lunae = b\ angulus variabiris ATC = <f»; 

radius vector TL = R; radius variabilis TC = r; 

sunt igitur <p 9 ^», r coOrdinatae centrale» corporis projecti j et quoniwn codrdinata r ac- 
tione telluris diminuitur, erit : 



Linea CP, in piano perpendiculari CTFducta, sit perpendicularis radlo CT; ducacur 
iu plano , quod per CF transit perpendiculariter plano CTF , linea CE , perpendicularis 
iineis CT et CF ; erunt lineae CB , CE , CF perpendicularea inter se. 

Decomponatur vis attracthra, agens in directione CL, in tres alias vires, in directio- 
nibus perpendicuhvibus CB, CE, CF, eriu 








vis decomposita in directione CB = • Cos. LCB, 
vis decompoeita in dircctione CE = ^ . Cou LCE, 




. Cos. LCF. 



VI* 
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Vis, decotnposita in directione TCB, opposita tst directioni ipsius vis ^; scilicet 

st tcrram intcr et lunam positom sit corpus; sin autem corpus versetur in C, agunt 

M Ttl _ T . 
vires— et . Los. LCB m eadem directione; sed in praesenti supponemus corpus 

ita projectum, ut semper versetur intra telUircm et lunam, quare absoluta vis, agens 
in directione TCB, erit 

M t ttt 
— • "*~ ~r rjj"» • **CB» 

Vis, directa secnnduro CE, agit perpendiculariter in plannm TCA, aen paraHek 
plano orbitae TLX , et mutare conarur angulum ATL = <p ; agit igitur in directione 
AG, parallela lineae CE , et arcum Ag, radio TA descriptum, tangenti in A; (idem 
cuim est, sive vis agat in CE, sive applicetur ad punctum A in directione AG,) an< 
gulus <p hac vi diminuitur, uri e figura manifesutur, ergo vis, agens in dircctione 
AG, et mutans suigulum <p, aequat 

— . Ou. LCE. 

Vis, directa in CF, semper agit perpendicularis in lineam TC, ideoqne tendit secun* 
dum tangentem arcus, radio CT = r deacripti, et cum deorsum agat, crit vis quadi- 
minuitur angulus ^ 

17% 

= — -jy> • Cot. LCF. 
«5. Secundum dynamices principia , vires acceleratrices, quae in directionibus CT, CF 
aut C/, CE sive AG aut Ag agunt, generali modo proponuntur per: 
*^J»-» notante differentialem tcmporis, uniformiter crescentis.) Est autem, si r 
significet semicirculi circumferentiam , ^A* : = a«AT : %Co° =s »r . Cor. : i8o°; 
ergoTlAeTs-jg^o.r.^.*.^; « ^Ag = JL . r . 6/. * . }•$; unde^ 

* * r. Cos.tf, ' » 8101,11 0,000 n *°«or- = - - . ^ . S^- ; « cum 
vi«* ^* A * „ VC/ * 

v,res ^ dcntur » habemus sequentes valores virium acceleratricium , quae 
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Vr M , m _ 

V = -7* + clT- Gw ' BCL ' 

V ~ *. r.G».* • CL 9 • LCE » 

_______ ____ ~ TrT7 . 

- " CL» " LCFj 



quae ut fiant integrationi aptae, priinum determinandi sunt valorea CL, G«. BCL, 
Cw LCE, Gv. FCL. 
7. T* = AT . Gw. ATL = r . G>/. <J> . cw. ^; 
Lx = LT — Tx = R — r . Gv. $ . Cm. 41 ; A* = r . Gv ^ Sin. 
LA a = Ax* + Lx* = ( R — r . Gv. $ . Gw. *)» + r» . Sin.*<p . _/».**; 
AC = CT . Sin. CTA = r . Sia. + et CL a = AC a + AL» = R» — «Rr . 
Cos. <p . Cos. * + r* . Cw. a * . Gu. a $ + r* . Sin.* $ . Cw." * + r» . Sin* + =_ 

R» — aRr . Cos. <p . Cos. ^+r* ( „ ). 

CoUocetur in puncto T centrum globi, cujus radius aequat unitatem, orietur in eju» 
siyaerficie triangulum sphaericuro «fir* rectum in y, in quo ez cognita proprietate: 

Cos. mfi = Gx.CTL = Cw. y& • Gw.y«; ergo Sin. CTL = t/C* — Gv. a 0 Gv "^), 
porro in triangulo CTL, CL a : TL* = Sin* CTL : -*«. 8 TCL (= Sin* BCL); 
trgo: 

_, _--. TL a . _VV>. a TCL R a . ( 1 — Cos.*0 . Cos. tfc . 
tt inde invenitur: 

R . Gv. 0 Gv. & — r R . Cs.tpCos.il — r 

C «' BCL = V,R'-«RrG>. ^Gv.^ + r») = *CL— * * • <*>' 

Traneeat globi superficies per plana LAC, LCF et CAF, posito centro in C , 

aderit triangulum sphaericum «'£>', in quo, _V == ACF = ^; ZflVy' = _.DAL; 

( quonUm AD et AL perpendiculares sunt lineae AC,) *'(? = ^ACL, Est autem : 

AL : TL = Sin. LTA : Sin. TAL, ergo Sin. TAL = Sln. DAL = TL ' ^ LTA - 
^ = Sh,. fiTmY i unde Cos. DAL = ^AL» ^R »_to.' al = C L . 

LCA; _?«. LCA = = _*,. *'*; G». . V = — = Obtinet i» 

triangulo sphaerico _'#'/ haec proprietas: 
Cos. 0Y = Cw. FCL = Cos. /JVy' . Sin. »'& . Sin. nV + Cos. »'ff „ Cos. »'y =» 

|_A_^ A *_^.^. fc# + C ^*.C.. # - 

V(R* 8 R r Cos > < p Cos. ± + r» . Ccs* a j^, ^ + r • &J ' ^ = 
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fR Cos.a - r Cos. . Sin.* + r . Sin. * . Cos. * = RCos.tp. Cos.% ^ ^ ^ 

~ CL CL 

Ejusdem globi superficiea gcnerat alium triangulum sphaericum, ex intersectione cutn 

planis CAL, CEL, et CEGA; scilicet triangulum «'/3V, in quo: •? — 9°°» 

= ^LAG = ZGAD - ^ LAD = po° - ^LAD; •'& = ^ACL; babemus igi- 

tur, ob »'J* = 90, 
Cas.ffX = Cos. ECL = Cos. &•? . Sin. m'¥ . Sin. •'# = 

RSin.th AL RSin.0 
Cos. (90* — LAD) . Sin. 90 0 . Sin. -jj- - . ^ = ~ CL ' ' ' ' " 

8. Substituantur valores functionum («)» (/8), (y)» O)» "» valoribus functio- 
num virium acceleratricium , eritque: 

Vr_ M , »(R Cw.<p Gm. * - r ) co 

— ~~ r» "T" V<R» - aRr Cw. <p Cw. * r*y** 

180 0 »»R . Sin.Q f n 

^ = - STTTCir* • v(fc*-«KrtW.$.&,.*-r-r»)^ W 

Vd/ l8o° ctR . S*Vi. «// C«. q> r ^ 

= - 77r ■ • V (R*-*RrC<,s.<p.C;.l, + r*y ^ J 
Multiplicentur hae fonnulae generales per n^r, a>p, ad^, deinde integrentur me- 
thodis cognitis, et habemus: 

= T + V(R a - **r Cos^jTCos. + + r«) + C » 
(*)' = ^ ' Cos>+VC^-^r"Cos.<p .Cos.+ + r») + C '' * ' * Cs) 
0$)' = • V^-ikrttTn.Cii.* + r») + ^ ' * * ' W 



V 7)0 „ otMlt velocitates , in dircctione cofirdinatarum , ergo formulae ir 

«xhibent quadratas velocitates in quovis puncto viae conficiendae. Ut autem justae 
sint hae velocitates, opus est cognoscamus valores constanrium C, C, C"; eamque 
ob causam invenire debemus, quaenam sint velochates in origkic motus, ubi tempus 
incipit, uti et valores coordinatarum r, 0, <fr in eadem origine. 

9« <Fig. a) Versetur corpus m lunae superficie in puncto C; sit PQ axU lunae, 
ouae cum orbiu constituit angulum 8s°ft»'o". 36; (vid. la placb expos. du Sjst. 
du tnonde I. 4 in fine , ) qui angulus per integram lunae revolutionem consuntis fere 
manet magnitudinis ; angulus igitur orbium inter et aequatorem lunarem KSM aequat 
«o* — 83 0 ai' o". 36 = 6° 38' 59". (4. Lp repraesentat axim eclipticae lunaris NSO. 
Planum rr.cridUni lunaris KPO perpendiculare in orbitam, atque in directione radii veo- 
toiis TKO positum , vi illud planutn , a quo /ongitudsnes et adscensiones rectae compu- 
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tanrar. Si autem hoc admittamus, simul etiam supponimua, axim PQ ipsius lunae, in 
origine motus , esse positum in plano N/O ; axis ille perpetuo in boc plano non posi- 
tus est; indeenim concluderemus ; lineam SL, sivc intersectionem .orbitae et plani aequa- 
toris KSM, peragere integram revolutionem circa centrum L, eodem tcmpore, quo 
ipsa luna circa tellurem vehitur: cum vero e mechanica corporum coelestium liqueat, 
iineam SL semper parallelam esse tineac ngdtrum orbitae lunaris, atque hanc ipsam li* 
ncara fere 6800 diebus vc4vi circa centrum T; sequitur, axim PQ saepius extra 
planum N^O esse positum ; cum vero in unaquaque lunae revolutione circa terram , 
radius vector TL bis pcrpendicularis sit Uncac nodtrum TU , ideoquc etiam perpendi- 
cularis lineae LS , bis iti Jem , in unaquaque revolutione lunae , axis PQ versatur in 
plano NfO ; et quandoquidem lunae positio in motus origine prorsus est indeterminata , 
ail impeiit, quo minus talem eligamus positionem et admirtaraus, in qua axis PQ et 
radius vector TL in eodem plano perpendiculari versantur; erit igitur ^PLO = 
83 0 ai' o". 36. 

Ponamus , simplicitatis gratia , longitudlnem NR loci C = 45° ; itidemque ejus latU 
tudinem CR = 45°. Sit AC perpendlcularis in orbitam; ducantur radii TC, TA, 
LC, LA; erit: 

AC = CL Sin, CLA = b Sin. 45°, id est, ob * = ^a , AC = T V» . i . i/« 
= h*-V*\ AL = CL Cot. ALC = V^i TL = radio vectori medio = 
R = 60. a. In triangulo TAL est: 

AL : TL = Sin. ATL : Sin, TAL = Sin. <p : Sin. (180° — ($ -f TLA)); 
&a.V* : 60. a = ft. \/% : 60 = Sin.<p : Sin. ($ + 45«); 

ande tang. <p = - J^'* mde invcnitur » * = °° 7' 49". 85. 

Est porro in eodcm triangulo. 
AT ; AL = Sin. TLA t Sin. ATL; TA : ,V». V» = #«• 45° : <Pi 

ergo: AT = 3g^*-**& = *• • ,cd TA = r . Cs. * , 
0 83 Stn.<p aa oin. <p 

ergo, — |: — - = r.Cos. rp; deinde CA = r.Sin. $ = 



ergp dividendo: Tang. 1/, = S/n.Q,V*i r = aV» • sjnT}'' 

hinc invenitur , * = c* 11' 4". 48 ; r = 59,8645. ** 
Invcnimus igitur valores coordinatarum in originc motus , nimirom : 

r* = 59.86450 . a ~ 

$' = o°7'49"»85 \ (A) 

^ = o°ii'4",4« 3 

i«. Sit C* arcus drculi paralleli, transeuntis pcr locum C, erit bQ> parsllelus ae- 
quatori KSM ct pcrpendicularis radio CL; et quonUm aequator lunaris inclinat ad or« 

B bi- 
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bium tnguto 6*° 38' 59". «4. «rit etiam focliaatio liaeorae *C in kfcai 

6° 38' 59", 64; ideoque ZAC* = 9»° + incunatfone = ^^5^64. 

Luna autem rouuto eirca a*im PQ , punctum C ckscrtbit circulum , aequatori paraf- 
tdum , radio C'D gaudcntcro f qui sequenti modo determkutur. Per punctum C tranfr* 
eat circulus dcclinatiouis /CR/, erit CR declinatio puncti C — ZCLR.'; daue sunt 
longiiudo et lttitudo puncti C = 45°» cogniu est inclinatio aequatori* in orbium; erg-> 
epe fonuularum trigonometriae sphaericae facile habctur detlinatio: cakulo autem ia- 
stkuto, patet, declinationem D aequalem essc 4o°s'47",6i. Deinde 
radius CD = CL . C<*. DCL = . Gm. D = 0,10863 . 
circumferentia circuli paralleli — ar.CD = 1,310833. a. 

Hoc cstspatiura quod corpus C percurrit eodem temporc, quo luna peragit ia» 
tcgram revolutionem : revolutio sideralis lunae absolvkur in a;* 7 h 43 # 4"» 7 = »3^0588" 5. 
erk igitur sparium , quod corpu» percurrit uno minnto secuado , in dircctione un- 

gcntis punctt C = - -■ .^j - » = 0,00000056 . a. 

2310630 

Hic numerus, cum determinat corporis velociutem , ex rotarione luaae ortara, pro- 
portionalis est vi centrifugae, quae corpori communicatur, dum luna ab ocddcnte ver» 
sus oikntem circa axem PQ vorvitur. Invenlendum igitur est, quantum ipsae coordi- 
nauc corporis uno secundo ab hic vi centrifuga mutentur ; id est velocius inventa 
rcsolvi debet in directione coCrdinatarum , eamque ob causant inveniendi sunt anguli, 
dircctionem kC inter et tres azea rectangulares , quae ratione puncti C babent eanden* 
positionem, atque (Fig. 1) axes TC, CE, CF ratione puncri C. 

II. Sit igitur (Fig. 3) C'b directio, in qua corpus prima temporis parriculft proee* 
dit, habemus, comparando ftguras 2 et 3, ^LC* = 9: 0 ; ^AC* = 96° 38*59", 64. 
Collocctur in puncto C centrum globi , qui , ex interscctiose planorum TAC, bCAf, 
l>C'L , in ejus superficie continebit triangula spbaerica sfiy , 0yi. In trianguk) (3yl esc 
(8 = 90 0 ; fiy — 96 0 38' 59", 64; yi = 90 0 — CLA = 45 0 : invenitur ergo , ope 
trigonometriae sphaericae, ^foi =83° i8'ia",53 .^TAL=i8o°— LTA — ALT = 
180° - <p' - 45* = »34° 5«' 10", 15; ^TA*' = Z0ym = ^TAL - ^LA* ss 
5t° 33*57"» -52. Habemus igitur in triangulo sphaerico *fy> : $? = 96° 38' 59", 64; 
Z = 51° 33' 57". 62 ; *y = 90° - ATC = 8o° 48' 55", 5»- H» datk» invenitur 

arcus *0 = Z*CT = 5»° 53' 55" »3; p (O. 

undc innotcscit angulus /SUy = 98* 36' »9", 60. 

Sit planum aCAL' perpendiculare plano orbiue, et shnul etiara perpcndiculare plano> 
TCA ; ducatur Ce parallela lineae AL', erk Ct perpcndicuiaris radio TC. In trian- 
gulo sphaerico *0y' erit : 

*0 = 5J 0 5f55".ft3; «y' = 90 0 ; £&*y' — 9© = 8»36'a«r,6oj 
Linc iavcnitur aicus = ^«Ctf = 38°54'5&", 30 • r •••••• . 

Est 
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Est denique in triangulo sphaerico «£)', (si C/ perpendiculariter erigatur radio C'T in 
plano TCA) mV = 90; *0 = 5» 0 53' 55" «3 i 4 = ZJV — jHfay' = 
9 o° — 8° 36' ao", 60 = 8l ° 3o"» 4o | 

undeeruit = Z*C/ = 83° 14' 6", 36 . . . . , (•"') 

is. Cognitis itaque angulis inter directionem BC vis centrifugae, et inter lineas 
perpendiculares TC, eC 9 /C, babentur valores velocitatum , in directionibus TC, eC 9 
/C, hisce formulis : 

velocitas in directione CT = 0,00000056 • a • Cos. 5i°53'55"t *3 = 0,000000341 . a , 
velocitas in directione eC = 0,00000056 . a . Cos. 38 0 54' 59", 30 = 0,0000003+1 . a , 
velocitas in directione fC = 0,00000056.* . Cw. 83°i4' 6", 36 = 0,000000*65.«. 
Ut igitur innotescant valores velocitatum angulorum 0et^, multiplicandae simt ve> 



1 8o° 1 8o° 

locitates in directionibus Cc et C/per jp^j^ et per -^, sic obtinemus ope va- 

lorum (A)t . . 

velocitas anguli $ in motus origine = o o ,oooooo320 , 

velocitas anguli in raotus origine = o°,ooooooo63. 
Habcmus igitur , quoniam velocitates in iineis CT et Ce obtinent in directionibus ne- 
gativis, sequentes valores vdocitatum , ex routione lunae orientium: 



% = — o°,oooooo3Hi.« 
^ = — o°,ooooco3«o. 
^ = + o°,ooocooo63. 



(B) 



13. Ponamus vim explosionis, qua corpus e iuna projicitur, agere in qualibet direc* 
tione C'g (Fig. a); et cam haec directio in problemafc non detur, ideoque indetcrmi- 
nata sit, ponamus iddrco, illam esse ipsum radium LC productum: sit intensitas hujus 
vis tanta, ut corpus primo temporis sccundo moveatur per spatiura a.r 9 (« notante 
telluris radium , qua ratione / est ratio spatii percursi et telluris radii , ) erunt velocitates 
in directionibus CT,CV,C/: in directione CT=aJ Cos.gCT\ in Cc=a.lCos.gCe\ 
et iu C/= a.l Cos. gCf\ ergo mumiones quas continuo subeunt anguli <p et ^ , 

mnt> ^ 1 *£l-.a.tCos.gC'e 9 et i—- . * . / Cos. gCf. Anguli gCT , gCe , gCf fa- 

dle habcntur ope trigonometriae sphaericae ; qUare , si calculo subjiciantur superiores 
i 9 obtinemus sequentea velocitates, quae in motus origlne ex vi projiciente gc- 
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^7 = — 0,49^59.«./ 

"^== + ^,«783*./ 

14. Si igitur fonnulis (B) addamus formulas (C), et summas quadremus , 
valorcs quadratorum velocitatum in origine motus t 

(^)" = ( ° ,49<59,/ + o» 00000 ^! )*.*'] 

Q*y = Co°,479«3./ " e^ooooiof*)» V (D> 

Qfy = (0V7831 . / + 0V00000063 ) a J 

Substituantur autem in formulis (4), (5), CO» C Mt - 7)» loco r, 0, earum 
valores (A), et habemus etiam in motus origine: (si attcndamus — trR.Or. <p 

Cos. * + r 9 ) aequalexn esse ipsi radio C'L = * = A-«0 



QQ* = 0,0334088. — + 7»333333S. J + C5 
(^)* = o,H746>.5 + C'i 
(|*y=oVi7463».5- + C"- 



loco massarum M ct m earum vaJores proportionales. 
tatis tclluris in ejus superficie ad distantiam a a centro , est ^ ; intensitas gravitatis 



nae ad eandem distantiam est ^; ?ed massa ipsius lunae supponitur = massae tel- 
lurisj (Vid. la plac», Mecaniqu* Ctlcstt IIL pag.160.) ergo intensitas gravitatis Innae 



— .M 

erit, ad eandem distantiam, ^£ ; sed in telnris soperficie est ^ = g = 4,9060* 

metris, ergoponamus licet: 

M proportionalem ipsi 4. 90608. a 2 , et 

m proportionalem ipsi 4 . 90608 • 
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Ergo fonnulae praecedentes fiunt : 
Q~y = 0,0334088 X 4.9c6o8.*+ 7,3333333 X4»9o6o8 . ~ + C = 0,689131«.* + C ; 

Qgy^o^iwCtzX^yXQB.fi^ + C' =oV»8 4 uoJ|+C'} 

(^y^o^iiT^fiaaX^ooCoS.^+C =o»,oo84ia9.j;+C. 

Si igitur hos valores comparemus cum valoribus (D), exinde determinemus constan- 
tes C, C, C", easque in functionibus (4), (5), et(6), substitusmus , habemus 
tandem sequentes valores integros velocitatum quadratorum , in directione co&rdinatarum , 
ct pro quovis puncto viae confidendae : 

+ (0^9659./+ 0,000000341)*.«» — 0,6891314.« (7) 

n<p\* — 8^07230».^ 

+ (o°,4796s . / — o°,ooooo©32Q )• — 0,0084189 . i ( 8 ) 

/^fY 8,207830«. «* 

\W ~ r* V(R" — aRr C$s. + Cos. <p + r») 

+ ( o°,678s» . / + ©»»000000063 )* — 0,00841 09 . ^ ( 9 ) 

atque ex hisce formulis invenire debcmus, tim projecthnis et tempus, quodptr totum 



15* Inquiramus igitur primum in vim projicientem , et ponamus formutas,. modo in- 
, sub hac forma: 

C*)" = *jr + + C - ' + - /• «. 

c^y=?o^x+^-o-^. 

(£)'-*& + <•■'+ 

ratione habcmus, VX = V(R* - aRr C*.$ Gw. * + r ) t 

B 3 *=s 



» 
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* = 9,81116; c = o,oocooc34t ; h = 0,47963; m — 0,6783»; 
c = 0,14343»» / — 0,6891314; i — 0,000000329; a = 0,000*00063; 
d = 0,49659; £ = 8,ao7*3oa; X- = 0,0084129; 

velocitates inventas, obtinemus velociutem imegram , quacum corpus in 
vera via procedit ; si autem vocemus differentiakm ipsius viae , et y jusum velocita» 
tera, babemus: 

(qui valor eodem modo invenitur, atque diffcrentialis longitudinis curvae lincae, ex diffe- 
renrialibus coOrdinaururo. ) 

16. Cogitemua vim projicientem ttnura , ut corpus , ex reactione virium accekratri- 
cium, tandem quicscat, in quodam vtae puncto; perspicuom eat, adhibita vf projlciente 
minoris intensionis, corpus numquam posse attingere illud quietis punctum, sed, ex- 
unctt intenaitate via projicienris, ex reacticne ipsius lunae, rursus vcrsus lunae auperfi- 
ciem cadet: majori autem vi projiciente, corpua non modo attinget dktum pubctumt, sed 
illud eriam transgredietur, et nunc , majori intensitate a terra attractum , quam a luna*, 
tellnrem etiam peut oportet. Quodsi takm invenire possimus vim projicientem, qua 
exsrincta, ut iu dicam, corpus quiescit, statim habemus vim, quae saris vakt , adcofw 
pu$ in tcllurem projickndum , si vakrem ruvennnn paullo faciamus imjorem. Dua cor> 
pus tellurem inur et lunam quiescit , nulkm babet vclociutem ; ergo erit in illo puncto 

= o; ideoque erunt et velociutes in directione coOrdinatarum nulUe, id cst — = 
^ = o; 5? = o; babemus igitur in puncto quietia banc conditionemf 

Ut autem cx his acquationibua inveniamus valorem /, cognoscamus oportet cofirdinatas 
puncti , in quo corpus quicscit. Animadvertendutn autem est , corpus non posse quics- 
cere , nisi agitetur a viribus aequalibus et direcce opposftis ; ergo vircs attractivae ipsius 
lunae et telluris et acquaks essc debent et direcre opposiuc; quod fieri nequit, nisi cor* 
pus versetur in plano orbiue, et in linea quae tclluris et lunae centra conjungit; ergo 
in hoc puncto c? = o et ^ = o: boc autem aequarioaibus invemis etiam probatur; 

nam ai |T. |f , nullae sint, babemua etiam |£ = o, 2£ = o, » = o, id 

est 



♦ 
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«r r*iA t* R ^ M _j_ «(RCm.0 Cas.j, -r) i8o°m.R g^» . 

est, (vid. art. 8.), o — ^ + ^^^j ; o = - yr .a,^ > 

i8o°«R dYff.6 Oj.cJ . 

o ss „ — *; ex secunda ct tcrtia acquatione sequitur <p ss o et *=so ; 

x/* • y (XJ* 

ergo Cox. 0 = Coc. if, =5 t ; bac ratione prhna aequatio Gt : 

M , w(R -r) _ M ife' M,(R " f) _. i i 
r* VUJl-O 1 ) 3 ~ "~ r» ( R - r)3 — " f* 68, 5 .(R-r/ * 

exilla invenitur r = (R. 1/68,5) : (1 + */6 8 »5) = 53-53*°3'« == *•"• 
Substituamus valores 0 = o,^ = o,r = f.0 in aequarionibus (E ), atque ex iV 

lisobtmemus, cakulis institutis: 

, I . £.4 «.0 \ « I,4O06<O * 

' - • v g - iirfsr,) + i = ^ + i - —»5 . 

'= i-v(i - irofVr)) - == *H£* - i= -~-» 

(posito nitniruni radio medio telluris = a = 6366193 metris.) 

17. Videntur igitur, cum hi vaiores ipsius / vel maxime differant, foruralae inventae 
aon essc ejusmodi , quae rite accurateque auppeJitent quod quaerimus. Verum enim 
vero cum nulla adhuc methodo approxhnativa in calculo usi simus , et curo nullum relin* 
quatur dubium , quin justa fuerint analyseos praeccpta , aliunde petenda est causa bujus 
differentiae. Revera si multiphcemus alteram aequationem (E) per Cw. a ^, eamque a 
tertia acquatione subducamus , facile invenimus , substttutis numeris pro literU A» 
i , & * ffl 1 ": 

(0,67839 ./ + 0,000000063 ) a — 0,0084119 . — 

= \ ; 

(0,47963./ — o,oooooosa9) a — 0,0084199.- 

ergo cum Cu.*jt ss 1 , ai vtlocitates in dircctione coftrdinatarum shnul evanescant , ba- 
oeamus oportet : 

(0,67830./+ 0,000000063)« — 0,0084129.?- s= (0,47963./ — 0^00003399)* — 
0,0084129.- , sive 0,67839./ + 0,000000063 = 0*47963./ — 0,000000329, 

d 

sive 0,19869./ = — 0,000000392, kl est, («> — A)./ = — (/ + «), 
rdque fieri nequit, nisiaut(>» — A) aut / habcant valores aiios, quam quibua usi su~ 
rous; ergo concludimus: eorpus , in directiene radU C'L prejectum , numquam posse at~ 
tiagere, in plano orbitae iunaris, taie punetum , in quo ab omni parte aequalibus yiribus 
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afjkitur, Ua ut quUscat. Ergo in nostro casu 5?» 5r ^nul nullae esse 

0* 0* v* 

possunt; id est si r = 53«533°3«** non erit <p = o neque ^ = o, sed anguli <p et \p 
gaudebunt quadam magnitudine. 

x8. Ponamus angulum inter directionem vis projicientis et lineam TC (Fig. O ma- 
nere eundem , erit d constans , et si admittamus valorcm ipsius / = 0,0005545 , ex pri- 
ma aequatione acquisitum , esse justum valorem , fiunt reliquae aequationes : 

o,ooo5545.A = - V (R.- ,) + 

0,0005545.« = v(; - ^ ( /,; 3 ) - 

.... , .. . . . . 180 0 180 0 , 

ex quibus inveruuntur h et 1»; quibus inventis, et divisis per ^ ^ et — , ob- 

tincntur Cosinus angulorum , quos linea dircctionis vis projicicntis , facere debet cum 
lineis pcrpendicularibus Ce , C'f t ut corpus perveniat ad punctum quoddam orbitae lu- 
naris , in quo viribus aequalibus afficitur , ideoque quiescit. Omittemus autem hunc 
calculum, quippe in finem propositum non inservit: vocemus tamen illos angulos 
*' et 

19. At, quamvis in casu preesenti , tn quo corpus, in directione radii lunae, proji- 
citur, vclocitates simul non evanescant , idioque praecedentes aequarioncs (E) simul 
inscrvire non possint ad valorem tpsius / detcnninandum , tamen illum valorem / = 
CCOC5545 , qucm ope primae aequationis (E; invenimus , adhibere possumus, et 
considerare tanquam verum valorem velocitatis , qua corpus telluris superfidem potest 
attingere. Nam vidimus, si / = 0,0005545, et si angulus inter directionem et inter li« 
neam TC = Arc . Cos, ( a") , corpus posse artingere punctum orbitae , in quo quiescit ; 
vidimus etiam radium r tum fore = 53,53903.«, ergo cum codrdinatae r, <p 9 f a se 

inviccm non pendeant, velocitates r?» <r » ^7 in eo etiam a se invicem non pen- 

0* 0* 0* 

dent, quod velocitates ^ ct "~ mutari non possunt vdocitate ^; id est anguli <p et 

tp his velocitatibus tantumcnodo variantur , sed radius vector r ab illis mutari nequit : 
ergo mutatio ipsius r pendct a viribus, quae agunt in directione ejusdem radii, itaque, 
sivU l.a = 0,0005545. <f, (cum ejus directio ad lineas perpendiculares CT, C'«, 
C/, angulis arc Cos. (</), inclinata est,) tantum valcat, ut, postquam ex 

reactione lunac evanuerit, r factus sit = 53,53203 .0 , efficiet eadem vis, ut corpua 
perveniat in idem punctum, in quo r = 53,53203* 0, etsi ejus directio coincidat cum 
radio CL , quandoquidem in utroque casu haec directio , ad Uncam sive ad radium TC 
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codcm angulo arc. Cotin. (d) inclinata eat, ideoque ipsa vis in directione hujus radii eos». 
dcm praebet eflectus. 

Sumu igitur vi projiciente in dircctione radii C'L = 0.0005545.«, haec vis ad 
tantam distantiam a tellure projiciet corpus, ut r = 53*53233.« sit; sed cum corpus 
illic pervenerit, aoguli <p et ^ nulli non sunt, earaque ob causam erit functio 

( R Cos <p Cos * - r \ . ( R — r> . 

VCK- - aKr ui.f. Los.Q + r- )i mtt0t > ^(RT-.Rr + r»V ; (W 

C*v. $ = Cos. $ = 1 ,) crgo in functione 

"2> a r _ M_ , w ( R Co/. ^ Cqj. $ — r > 

~ * ~~ r 4 ~*~ VO^ — Gm.^ Cos.Q + r a jS 
M 

erit hoc casu — id est attractio tclluris, major quam attractto lunae 

= . (R * Cou * ~ r) • (quoniam. in casu <J> = * = o, bae attrac- 
— ^ R« — Kr Cos <p Cos. ^ -f r*y ' ^ • ,u v " u v v — " » usc «urac 

tiones in puncto, quo r = 53,53403. a, aequales sunt;) hinc sequitur: vim projicien- 
tcm> a.l = 0,0005545, in dirccttonc radii C'L agcntcm, projicere corpus ad disian» 
tiam a tcllure = 53»53»0S'»» ubi etiam majorl imcnsitate ogit tellus quam /una, ideo- 
quc ipsum corpus tandem vcrsus supcrficiem suam trahit. 

Si igitur corpus , in directione radii lunae , e loco , cujus latitudo ct longitudo , in su* 
perficie lunae , 45 gradus aequant , projectum , in telluris superficietu perveniat , oportet 
ut vis projectionis tantum valcat, quae fcrat corpus quodcunque, uno temporis se- 
cundo , pcr spatium 0,00,55545.* = 3550 mctrorum , (ponatur autem hoc spatium 
= 3600 metrij. ) 

Omnino quidem mihi proposueram generalem solvendi rationem , qua indeterminatt 
fuissent projectionis argui; scd ob formam vel maxime implicatam, quae formulis omnU 
bus tum fuisset propria , cousilium statim mutavi; eoque magis hoc mihi licere arbitra» 
tus sum , cum nemo profecto est , qui dubitct , quin ita semper determinctur intensitas 
vis pTojicicntis , quemadmodum cara nunc deterrainavimus , etiamsi alius esset locus 
projcctionis , aliaque directio ; ergo prima problematis pars soluta esr. 



I L 

90. Transeamtis igitur ad tcmporis inventionem. Ponamus eam ob rem in formulis 
(7)» (8), (9)» loco /, ejus valorem determinatum , et reducamus formulas ipsas, 
quoad constantes quantinies ; eritt 

C (©,19659 



Digitized by Google 



»& <Mr>Ef>WISJAl*I V E R. D A M* 

C ©»49*59 •* + 0,000000341 )*.«* — 0,6891310.« = 0,000000079.0* — 0,6891312.4* 
= — 0,1870835.«; 

( 0,47953./— 0,000000329)*— 0,00844 29.- =0,0000000734— 0,0084129. J =0,4587473.---; 

(o,6783:./+o,occoooo63) a — 0,0084129.^=0,0000001506-0,0084 149.^=0,9503821.- ; 

tiunt igitur formulac C 7 ) » (8) et (9): 

(tfN* 9,812 16. <a* 0.1432*11. a* 
>/ = ' + V(K*-aRr.a,.*a,.* + r»; ~ °' l8 7 02 35.*i- 

8,2073302 . a % 1 

^T/ "* r*.C«.*^.v^(R. a -aRi-.C*/.<j) Co/.^ + r*) + °*5**473 • - ;■ 
f 7W\ a 8,207830«. * a , ftA „ 8oT I . 

vocemus autcm 9,81216 = *; 0,1432432 = c \ 0,1870235 = </; 8,2072302 = e% 
0,4587473=/; et 0,9503821 — g\ reducamus omnes termioos ad fractionesejusdcoi de— 
noniinatoris ; deinde fractiones illas invertamus: qua ratione obtinemusi 

^r.yr. y/CR» — 2Rr Cos . 0 Cis. j> + r* ) 

~~ V( (*+ — <*"0 V(R* — 2Rr Cw. 0 Cw. * + r«) + <»*r ) ' 

_ ^Qr.Cos. J>i/(R*— aRrCo/.fl r w .tf,+r*) 

"* Va^ Cw. a ^.i/CR»-aKr Cw.<pU/.^ + r*)+^) $ 

•s t -. >ft*'»V(R* — aRr Co/.d) Cw.^+r*) 

V(*r* . VCR a -aRr Co/.(J) C«.^+r*)+^) ; 

aeu dividendo pcr V(R*- aR* CW. $ Cw. * + r» ) = V(R» V[i - * 0 * +£j) : 

r \J v Q-* r R c». lt c«.i,+£)J 

"\t = — — s = ;...•••.. (8 ). 

■^/=_- ^, hfJ *-• • • • • • CsO 
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"tti. Harum functionum bujus vcl illius integrationc , tempus transitus prorsus in- 
notescet ; sed variae analyseos tnethodi , quibus in hunc finem usus sum , nullum auxi- 
Uum mihl praebuerunt; at, quamvis ipse scntiam, me hac in rcingenio deficerc, tamen ex 
multis tentaminibus , quae institui, atque cx commcmationibus virorum illustrium, quas 
consului, cogitatio orta e«, qua dubitarem aliquantum, nullos adiiuc repertos esse Ana- 
tyseos fontes , e quibus talia hauriantur , quae nostras difierentialei functiones apto et gc- 
nerali modo intcgras reddant. Nam ex ipsarum functionum attenta intuitione , clarissime 
patet, eas non pertinere ad tales fnnctionum formas, quac pracbeant integralem terminis 
definitam ; neque ullo modo talem formam illis mduere potui , quae huic proposito satis- 

faceret: quod maxime oriri videbatur e functtone radica)i vC l ~ ftjjrC». ^Gm.^+^:^, 

in denominatoribus praesenti; revera talem quidem instituere possumus transformatio* 
cera , qua quantitates irradicales abeunt ; sed ipsi denominatnres , quum ne quidera ia 
quadratum quoddam converti possint, nisi mutentur quantitatu:n constantium rationcs, ip« 
wus integrationis difficultates haud levantur. 

*a. Quodsi nullo modo functionem quamdamdifFerentialem , adformam dcfinitam integrare 
possimus, atia adbibetur methodus, scilicct, reductio in seriem convergentem , cujus 
singuli termini ad integralem , forma cognitam , pcrtinsnt ; eaque methodus cum in casibus 
^uampiuribus summopere valeat , institui eriam hanc rcgulam in functioncs superiores ; sed 
baud majori fructu. Series enim adeo erant difficiles in applicatioae , adeo lente converge. 
bant, ut nultiun certum judicinm praeberent, quo de terminorum posteriorum magna coa« 
vergcntia non erat dubitandum: ut itaque tandcm consrituerim , curas omittere et e certa« 
mine decedere porius, quam aut opus, viribus humanis aon perficlendum , aggredi, aut 
jmperfcctis et invalidis armis in arenam descendere: eoque magis hoc propositum valere 
coepit, quandoquidem , etiarosi serics vel maxime conversissent, determinatio valorum 
tp et $ extremo tempore , dubium aliquod reiinqueret. Valor enim radii vectorls , finito 
tempore , ( qui raditis , aeque atque valores $ et <J/ postulantur , ut integralis limites cog. 
noscantur,) sponte innotescit, nam corpore in telluris superficiem pervento, distat ab 
ejus centro radram ipsius telluris, ergo hoc integralis limite est t = *; sed quinam 
«int valores angulorum $ et + eodcm timite, prorsus fiere latet, et non prius inno* 
tescit, quam intcgrales funcrionum (7), (8) et (9) inventae sDnt. rrobabile qui- 
dem est, tiosee angulos in temporis fioe essc nullos, id est, corpus jamjam versari ia 
hnea, centra tenuris lunaeque jungenti , antequam in telluris superficiem pervenerit, 
aed certum judicium a prhri non datur. 

Si anguli Q et in functione (7) non adesscnt , ideoque haec functio a sota variabi- 
Ti r ejusque dhTerentiaU V penderet , accuratissime tempus / determinaretur , ope methodi 
integraliutn definiurum, (quam simili in casu praescribit poisson, in Trah4 de Met* 
Toro- I. pag* 345» i *«» differentialea fiunt difottntiac t «t integratio fit tommath sive 

C a «a* 
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ctmputath ; scd praeterquam quod haec methodus hic adhiberi neqtteat, longior et mo- 
kstior inihi vidttur, quam quac applicctur. 

33. Cura jam a proposito dcccssisscm, dcnuo vircrtmi llkstriura libros perscrurari 
animus erat: consului igitur , de casu pracsenti, duo scriptiuncula 111. la giance, al- 
terum , quod invenitur in ejus opcre cekbrato Mcc. AnaL Tom. I. pag. 10S » alterum , 
quod insertura est in Misnllancis Taurincnslbas , Tom. IV. pag. 188. Inveni in hisce 
tcriptis functioncm differcntiakm teroporis, (quae, cum Vir lllustris aliam scci tus sit 
solvendi rationem , et cum ejus problema idem non fuerit atqtie nostrum , divcrsa est a nos- 
tra diflcrcntiali ftinctionc , scd tavnen ad candem fere formam reduci potcst;) sed functio 
integralis non datur : via tamummodo monstratur , qua illa functio in casu vel maxime 
particulari pojsct ir.tegrari ; hnc mihi venit in mcntem, inrrgrationem formulae gcneratis 
Viro lllustri difikilius visam essc, quam quae cfficeretur; ct cum nostra functio com. 
positior etiam sit functione, a la grange data, haud temere faccre mihi videbar, 
c«m statucrim, functioncs diffcrentiales (7), (8) et (y) nullis recentiori* analyseos 
auxiliis integrari posse. 

Hac opinione adjutus , redii ad opus , jamjam relictura , ct hanc rcsponsionem Quaestio- 
nis Astronomicae , qualiscunquc crat, et in quantum quaestioni satisfaciebat , Fjrorum 
Clarhiimcrum judicio submittcre constitui; sed siraul ctiam mihi proposui, huic respon- 
sioni imperfectae, aliam adjungere problematis solutionem, roagis autem particularem. 

34. lnitio hujus seuili noni decimi, roulti magnique lapides in diversis Galliae regto- 
ntbus, ex aere atmosplierico in terram dccidebant; nemo doctus huic prsenomeno sin* 
gulari, veram causam tribuere poterat; nullum phaenomenon p'ysicura cognuum erat, 
quo tales lapides in ipso aere atmospherico subito generari possent; et omnis Physices 
et Chemiae cognitio hanc hypothesin inter absurda potius poucbat. Montes vulcanici 
talcs lapides sub taU angulo eructare possent , tanta vi , ut in aham remotiorem regioneni 
labercntur ; scd praeterquam quod analysis chemica horuro lapidum docuerit , earum naturan 
non convenire cum substantiis vukanicis cogoitis , etiam hanc hypothesin admittere non 
poterant docti , quoniam etiam tunc temporis nullae vehcmentes explosiones vulcanicae , neque. 
in Ualia, ncque in Sicilia observatae sunt. Statuebant aut credebant igitur Physici, ho$ 
lapidcs , explosione quadam , e luna in tellurem esse ejectoa. Calculabant ergo Matheraa- 
tici, et inprimis 111. delaplace et Cl. poisson, quanta vi corpus quoddara 
e luna csset projiciendum , ut in tcllurcm pcrveniret , et quanto temporis huic cursui 
opus foret. 

Eorum commcntationes nuUo modo inspicerc potui, sed ex Epheraeride, cui titulus 
Connaissaace dcs umps, A°. 1804. pag. 405, opinari coepi, poisson, in sus com- 
sr.entatione , posuisse , corpus in teUurem pervenirc motu rectilinco , neque igitur sub 
quodam angulo (quemadmodum nos posuimus,) projectum, sed in directione radiivecto- 
tia, dc iuna ad tcllurem ducti. Loco enim laudato legitur; „ poisson urrenisses 



Digitized by Google 



RESPONSIO ao QUAESTIONEM ASTRONOMICAM. ai 

v/jw projectionit tantam ette debere , corput , primo temporis tecundo , Wf« pereurrat 
ipatiiiot 330? mrtrorum"; nos invenimus spatium 36CO mctr 'rum : und^ igitur tanta difie« 
rettia, nh>i poissow projectionis angulum multo minorom sumserit q-.iam 4;° , uti nos 
supra fccimus? Sed cum de anguto projectionis, loco citato , non loquatur, ticite, ut 
opinor, supponitur, ilium angulum nullum esse; idque nunc paullo co.-ifirmare conabor 
scquenti solutione minus gencrali, in qua eandem s;quar rationcra, qiam ipse poisson 
praescribit , in suo operc Traiti de Mec. I. pag. «94 et sqq. 



III. 

^5. Ponamus igitur (Fig. 1), corpus e luna esse projecturo, in directione radii vec« 
toris TL, ccntra telhiris et lunae jungcntis; movcatur corpus, per totum motum, in 
liac directione, et excludamus cam ob rem motum rotatorium ipsius lunae. Versetur 
curpus in puncto C"; sit TC = r, erit C"L = R — r, ideoque fit aequatio ( 1 ) 
( ViJ. art. 7,) in casu prae&enti: 

quae pracbet integralem : 

Tt ) = T + (R-^T) + C OO 

Si initio temporis , id eat in puncto S , ponamus vim projicientem tantam , quae 
moveat corpus, primo temporis secundo, per spatium «./, erit in bac origine; (in qua 
r = R <— SL = 60. a — J x .a ~ 59^ . a = #:) 



*^=T + iT=h. + C; Cw) 



. „ ,„ aM am S"br\* 2M -aM , aw *m . ... 

unde C = *'/* -3 ; et ( 2- ) = \-= u a *Pi 

» R — a \ ^i/y r « 1 R — r R — « 1 * 

in illopuncto, in quo corpus quiescit, id est ubi viribus aequalibus et directc opposir» 
afficitur, erit: 

~S*r M , m /'VV fl M aM , am 9» 

|?="+(kTZo 9=0} 61 ^/ = T~ +R-- r -R^r-.+ ^ = °- 

Ex prima aequatione scquitur, r = R . y/YA : (j/M + v^ m ) -= valori distantiae cen- 
trum T inter et punctum quietis; ex altera aequatione habetur: 

, . /iM aM . awj soi \ 

*'=V^ T - 7- + R=V- R-ZT> 

C 3 quod- 
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quodsi in hac functione substituatur valor invcntus ipsius r, obtinemus: 

M /_«// raM _. aOT a (y/M + y/m y \ # ' 

^-nr+u".- - r ; 

Hac functione determinatur spatium , quod a corpore primo temporis secundo confid 
■dcbet, ut tandem quiescat in C; quod si in Iwc fuoctioae ponaraus M = 4,90608.3*; 
4,oo6o3 . a* _ 

"* = — 6~ 5 5 ~ 6o -** * ~ 59rr««; R — « = eamque porro subjida» 

mus calculo , invenimus : a . / = : 75 6 metris. Si igitur hoc spatium paullo majus facia- 
mus , v. c. = 1800 metris , corpus transgredietur punctum C , ideoque , majori vi a 
tellure attractum , quam a luna , in teUuris superficiem pervenire potest. Hicce valor 
anultum quidem differt a valore, quem invenit feissoN, sed causam probabilem indicare 
ar.ox conabimur. 

a6. Formula (iO nobis praebet invcrtendo et sub-duplicando : 

= _ > .y/(Rr - r») 

0 V(«MR + ( 2ro _ a M CR) r — Cr») • • • • U4) 

De bac functione differentiali Cl. poisson aniraadvertit , eam sub forma definita rnU 
nimeposse integrari; et si rite attendamus, patet, ejusdem devolutionem in seriem coa» 
vergentem , nisi magnis difficultatibua , at cert* magno lebori adstrictam esse. Si denorai- 
jiatoris trinomium fuisset quadratum , faciie absolveretur integratio; videamus igitur quinam 
valor ipsi quantitati C adsignandus sit, id est, videamus quanta sit mtensitas vis projt» 
«ientis , quae ipsi C talero praebet valorem , ut trinomium illud fiat quadratum. 

In omni autem quadrato x 2 — taxj -f 0*7* , est quadratum coeffidentis secundi ter- 
mini aequale quadruplo primo termino, multiplicato per coefficientem tertii termini, id 
cst, (*»*)" = 4a*x*; ut igitur trinomium fiat quadratum, babeamus oportet: 

(aw - aM + CR)» = — 8MCR; 
(ponimus slgnum negativum , quoniam tertius trinomii terminus UIo stgno afficitur;) redtt* 
ccndo babcmus: 

R 8 C a + 4(» - M).RC +4(1» — M)* = — > 8MRC; 
«foe R fl C* + 4(M + «).RC + 4 (« - M)»= o; 

fmc invenitur: C = - *< VM ±_V__* 

R 

Substkuatur hic valor in acquatione ( ib), quae tunc praebet bas quantitates: 
«./= yQ^ + -gL , a CVM 4- ym£y n gJ _ f wm «VM-ym^ 

&7. Prima aequatio praebet ihum valorera via projicientis , quo corpus attingit punctum 
quietisC" (Conf. form. (13)); boc valore adbibito , functio differentialis (14) fit in- 
tegrabilis, sed cum integralis praebeat tanturamodo illud temporis spatium, quo corpua 
otitur ad pervcniendum e luna in punctum C, iUum vaiorem adhibere non possumus; 
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altervator multo e*t major, ejus ope eadem functio etiam est integrabiHs, et cum bac 
majori intenattate impulsuro, eorpuseerto per punctum quictis transire debeat, obtinemus 
«tiam tempus totius cursus. Invenimus autem in hoc casu, a .1 ~ 1894 = fere 1900W.. 
Adest igitur inter hunc valorem atqne illum , qui a p 01 sson inventus dicitur, differen- 
tia 400 mctrorum ; sed ncscimus qualem quantitatem Ille massae ipsius lunae tribuerit;. 

sos eam - ~ massae telluris fccimus, scd ponitur nonnnnquam m = — . M , et 

si bunc vatorem admittamus, patet e fonnulis superioribus , spatium a.l accedere ad 
aioo metra; ignoramus insuper quantam fecit auctor distantiam , tellurem inter et 
hinam , et quantum radium telluris ; nostro exemplo usi sumus media distantia et 
medio telluris radio; sed si maxima distantia et maximus telluris radius adhibcatur, ma- 
jorem etiam metrorum numerum obtinere debemus, iu ut, quum variis hisce hypothesi- 
bus, spatium percursum proplus etiam accedat ad numerum a S oo, probabile aliquantum 
fit, poisson, iasuo calculo, angulum projection» omisis?e. 

a8. Admittamus igitur valorem C = - aCl/M ~ Vm ^\ ex a%r - ortunj> 

eumque in formula ( 14) substituamus : 
^ >.V (Rr - r») 



V (aMR + ( tm — aM- a ( |/M- V»'/) • r + 8 W^J/m/^ 
>.l/(Rr-r») _ V.V/(Rr — r») 

Ponatur Kr — r* = r«*» erit r = ^ et > = ~ » nabemes igttur 

aabtaimendo: = , = VM.f^^^. ^ ^ diviclatur hic 

prodnctns fractus, modo cognito, in duas alias fractiones, quarum denominatores sum 
(* + *«)*et VM.s» + V»; obtinemus: 

V*R* /" /WM + ^».*»).^ / » |/M«.^ V 

ClTM — v/« / \J (1 + *»)» j TM^+v^y ; 

n: 



: 



F T J i+V^i^* VM» i+yV V m/ 
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erit igitur integralis : 

4 ~" U/M-v/*A i+* a + ■CV^M + v'*). W ~ VM». 
arc. tang, (■'J'';^)) "T" c » rc « ilu - tur 'n functionc loco * ejus valor J^£JL!lZ£!2. 

detcrminetur deinde constans arbitraria C, ponendo » = o et r = *; obtinemus tunc 
hanc integraui tcmporis functioncm : 

, _ _____ A(VM -V«) . R . /fa _ aM1 . 

'~(1/M- R~ [VCR«-0-VC«-0] + 

Ul/M+^)[-.^.(^^)) (^V^)] 

- v^[„* (^v^---<^^v^)]> 

59. Nuineris igitur absolvamus banc formulam: est R = 60.*; a = S9rT- a i M = 

_. „ _ .j.Qofo^ . <f 9 , . 
4_j,o5cS.«r; = ; hinc mvenitur: 

00.5 

VO^* — O = 4,03881.«; t/( R " — «*) = 7/8115.0; cr g° s 
t/(R« — «») — t/(R« - «*J = — 3»64«34.«» 

utdc innotescit: i r,/M - l/ »') [|/(R, _. a a)_<|/rRtf-tf ? )] = -0,059 1075.*.. «CE) 

1/rR * " *V - 8,8300809 = tang.Q-^——-^ ); crgo */■_■. = 3»5a'6",6i; 
h':c arcus mensura ipsius radii eipressus aequivalet ( = ) 0,0675186. 

(, /f v _ __ a z n 
-J = 1,4415363; ex quo habemus: 

(j_±i_ , a „ s q_£=_ y an . _ H .Q__£=_y^ = _ I( . C3 mt _ w 

sic ctiatn obtincmus : 

//m f /V(R-.— «M\ . /V( &______ *M\\ 

VMm^arc. tattg [j-—^ +V~) - *rc. tang. (^- V~ )) 

= — 1,0:60947./» (K) 

habemus igitur: 

' = (PB^S). « E > + C> - t->) = £^ • (- o, JW ) 

= — 348885" = 40-*. + c* + 53' + 45". 
Signum negativum inde oritur, quod coOrdinatarum origo opposita sit origini tercporis, 
*u cum tcmpus cresctt, ccordinata r diminuitur, ideoque alterum ratione alterius ne- 
gativum cst. 

CL 
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Cl. P o isson invenit t — i\ diebus; diffcrentia igitur est unius diei et dimidit; sed 
attendendura est , nos adsumsisse spatium, a corpore prima temporis particula percur* 
sum , =r 1900 metris, cum vero Ille posuerit 5300 raetra. 

30, Patuit igitur ex nostro calculo : corpus , c luna projectum , tanta vi , ut primo 
temporis secundo percurrat 1900 metra, indigere 4 diebus, ad pervenicndum e luna in 
telluxem, dummodo indirectione de luna ad tellurem projiciatur, neque in suo cursu ex 
hac directione depellatur , nequc aliquam patiatur resistentiam , velud aeris atmospherici 
resistentiain , quam , aeque atque poisson, prorsus omisimus. 



Atque haec babui de problemate proposito , quac solvere poiui ; quae ut ita a 
viais cla&issjmis postulentur summopere opto; tum enim nil mihi restat in 
praesend, nisi ut eorum in judicando indulgenriae , etiam atque ctiam commendem 
hanc scriptiunculam , quam sentio essc levissimara ct nulla laude dignara , si falso opina- 
tus sim , decalculo Cl. poisson, et si generalis illa solutio, quam instituere tentavi, 
absolvere autem non potui , imprimis postularetur. 

1 

i 
i 
1 

■ 

SYUBOLUM. 

Dtfui in magnis , ncc tamcn lafar (Ufuit ncc cura. 
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HYPERBOLISCHE PABABOLOIDE. 

O00B 

G. J. FERDAM. 



$1 

f^onra faaandc herinnerinae-n 

1. Do kyperboliacke Paraboloide u een opperrlak ran deo (w«- 
den graad, hetwelk , op meer dan eiae wijie, kao beschreTen of tootI- 
gcbragt worden, door de beweging eener regte lijn , of door do bewegiDg 
eener Parabota , of ook door die eeoer Bypcrbola. 

2. Laat COD (Jig. 1) eene parabola wexen, bebbendo eeo parameter 
= p; AO sij de Toorname as, en 0 dc top. Het Tlak deter parabola 
■g eco koriwmlaal vlak. Laat COD' eeno tweede parabola weteo , met 
een paramcter = p' getrokken of geconstroeerd in eeo verticaal vlak, 
betwelk terens door de aa OAJ Tan de ecrtle parabola gaat, soodanig 
dat beide de parabolen hetzelfde loppoDt O gcraeen bebbeo, en derxelrer 

U&STK KLASSK, HIKtJWK TEHH. X DKKL. A *•* 
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assen, hoezecr legcn gejteid gerigt, nogtans op dezelfdo reglo lijn B X 
gefegen tijn. 

Wanncer nu <ene dexer parabolen , evenwijdig aan baar oorspronke- 
lijk vlak, verplaalst Wordt, en dat toortduretid hare as blijve in hel tlak 
der tweede parabola, en hare top slceds in den omtrek van deze twccde 
parabola , alsdan zal er, door den omtrek der eersle parabola , een gebo- 
gen , onbepaald en open opporvlak beschreven worden , en dit oppervlak 
zal de hyperbolische parabohide wezen. De paraboia, door welke het 
oppervlak bescbrevcn wordt, hcct beschrijvende lijn; de parabola, laDgs 
welker orotrek de beweging ran de beschrijvende parabola plaata vindt, 
heet riglltjn. Hoetecr de parameters dezer parabolen verscbillen , soo 
ontilaat cr nogUns geene parabololde van eene andere afmeting, wanneer 
de rigtlijn genomen wordt als beschrijvende lijn, en de beschrijvende 
lijn als rigtlijn. Ook worden de vlakken der beido parabolen, alleenlijk 
tot gemak der bcscbouwing, cn tot bepaling der denkbcclden , horison- 
taal en verticaal voorondersteld ; hct beschreven oppervlak toch kan , 
noch in afmeting , noch in vorm , veranderen , wanneer de voistrekte 
stand van beidc die vlakken verandert, indicn slecbts de beirekkelijke 
stand dezelfde blijft. 

3. Dit oppervlak beeft geen middelpunt; hetzelve is open, doch 
ona/gebroken , en heeft de figuur van twee regthoekig tegen elkander 
gerigle keclcn of holle oppcrvlakken , bij 0 tegen elkander slnitende en 
umenloopende. BOA is de voorname as ; 0 de top. De bovengenoemde 
vlakken der beide parabolen zijn dc twcc voorname middenvtakken. INeemt 
men dezelve, benevens een derde vlak, gaande door den top O, en iood- 
rcgt op de beide cerste staande, als codrdinaten-vlakken ; verder XOX', 
YO Y' en 1 O V als assen van de coordinaten x, y en « , soo ia de ver- 
gelijking van de byperboliscbe paraboloide 

P* 1 — f»V + VV* = °» 
uit welke vergehjking de navolgende bekende eigenschflppet) kunnon af- 

geleid worden- 

4. 
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4. Elkplatvlak, evenwgdig aan do as O X gerigt, mita nict oven- 
wgdig aan de atraka nader le bepalen vlakken , — welke de riglvlakken 
der parabololde gcnoemd worclen , — sal bet opperflak anyden volgcns 
eene parabola. De rajjdingen, evenwgdig aan de vlakken X O Y eo 
XOl, sijn , waar ook geaomen , paraboien , niet Terscbillende Tan dc 
parabolen COD en COD, gelrjk dit ook uit de wording van bet opper- 
▼lak voertvloeit (art 2). 

6. De doorsnijdingeo , evenwijdig aan bet vlak, YOZ, dat ia lood- 
rcgt op do Toorname aa BOA, suilen gelijkvormige hypcrboien weieo, 
bebbende de dubbelde ordinalen der paraboleo COD en C OD' tot ware 
Toorname asaen. Br ontaUan, op deie wijae, twee atelaels van byperbo- 
liaebe anijdingen; het eerate atelael ligt aan dese sijde, en het tweede 
stclsol ligt aan gene sijde van bel vlak YOZ; de rigUngen der lakkcn, 
en der waro en denkbceldige asaen ran de bypcrfaolen deser beidc stelseJ» 
xullen tpgcngesleld wczen, of lierer regle bocken makeo , eveo soo als 
dc bcido parabolcn COD en COD'. 

G. Hct vlak YOZ ia een vlak , gaande door de lijnen OY cn OZ, 
welko de raakhjocn xijn der toppeo van de voonmme parabolische uiij- 
dingeo COD en COD'; hetselve ia alteo bet raakvlak van den lop der 
parabolotde. Maar betselfde vlak is tevens eea snijvlak; waat het opper- 
vlak wordt, hv de rigtiog van dit vlak, geaneden volgeos eene byper- 
bwfa, welker araeo = 0 sijo, dat ia volgens twec rcgte Itjoen MOm, 
ROn, aan woderaijdcn van dc assen OY eo OZ gelcgcn , en met de- 
aeJre gefrjke koeken mukendc. Daar nu alle do boveugenoemde hyper- 
bobscftc snijdingen gehjkvormig tijn , cn dicnsrolgons gclijke hoeken tus- 
scben derselver assen en asymptoten bebben, soo is bet gemakkelyk om 
m te «en, dat d*e hoekeo oiet koomm Torschilleo raa de hoeken MOY 
=r «OY eo HOZ = i»OZ. Daarom sollen de bjnen MO» eo «0« 
de projttticn wesen, op het vlak Y 0 Z, van de asymplolen der htjper- 
bonsche doorsnijdingoo, welke aao YOZ evenvrijdig loopen. 

A 2 De 



L 
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De vergeljjkingen van die projectien i5n*=r + y/^5_en* = — y ffZ. . 

V P 

7. Denkt mon, door dece Ijjneu en door de Toornamo a» B 0 A, 

twee vlakkco, alsdan zullen dexo vlakken, ali loodregt slaande op hct 
vlak YOZ, de projecterende vlakken fan alle de gcuoenido asymptoteo 
wexen. Zij xullen alle die eveimijdige asymptoten bcvattco, en buiten 
de Ignen MOm en NOn geenc puntcn met de hyperboliscbe paraboloido 
gemeen hebben. Dexo vlakkeu worden , in het vervolg , door de benaming 
vau asympiotische vlakken, onderscheiden. 

8. Gelijk het vlak YOZ, — xijnde het raakvlak, dat door den top 
O gaat , — de parabololde sngdt volgens een stelscl van twee tegengesteld 
gerigte regte Ijjnen, even coo cal de doorsnijding vau elk ander vlak, 
rakendo do paraboloide in cenig ander punt van de voorname snijdingen 
COD en COD' (en dcrhalve loodregt op de vlakken dexer parabolen 
staande), nit ecn stelsel van twee tegcngcslcld gerigte reglo lijnen be- 
tiaau. De projectien dexer lgnen, op de vlakken XOY en X 0 Z, xul- 
loo raakltjnen wexcn tot do parabolen GOD en COD', on dcrcelver 
projecticn op het vlak YOZ cullen evenwijdig loopen aan do snijdingeo 
HOm oo NOn der asymptolische vlakkcn, tcrwijl do snijpunten van 
elke twee dier projectico op de as OY xullen gelegen wecen. 

9. Die lijnen celve , dat is alle die regllynige doorsnijdingen cullen 
daarom, hoexoer in verschillende vlakken gelcgen, evenwijdig loopen aan 
dc asyinptotUche vlakken. Waaruit'dan voortvloeit, dat de hyperboliiche 
paraboloide gedacht kan worden ie besiaan uit een stelsel van aanslui- 
tende regte Itjnen , welke aan een der asymptoiieche vlahkcn evcnwijdig 



10. Door elk punt van dit oppervlak kuoneo dan altijd twee regtc 
lijuen getrokken wordeo, in hel oppervlak xelve gelegen sijnde; de oeno 
cal evenwijdig loopen aan het eene der nsymptotischo vlakkcn, de twecdo 
Ijju eveowgdig aan bet tweede asymptotisch vlak. Alle die lgnen maken 
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stetsels Tan lijnen uil ; meu kan dezclvc ovcreenstemmcnde stelsels , 
of liever wederkeerige sieiscis noomeu. 

11. Uil de vergelijking der paraboloide, verccuigd met die der bo- 
vengenoemdo snijdende raakvlakken , kan men opmaken, dat gecne twee 
lijnen van een %elfde slelsel elkander sntjden , dat is niel in hetzclfdc 
vlak ziju gelegcn , oiaar dat daarlegen atle de lijnen .van een zelfdc 
stelsel, door elke lijn van ket wederkcet ige stclscl zullen gesneden 
worden; met andere woorden : Iwee lijnen, de eersle lol het cersto, de 
tvtecde tot het twecdo slelsel behoorendo, en waar ook genomen, liggcn 
altijd in een zelfdo vlak , dat nogtans wcderom tal Tcrschillcn Tan het 
vlak, gaando door twee andere lijnen dcr beide stclscls. 

12. ilieruil Tlocit Toort, hocdanig ccne hypcrbolische paraboloido, 
door de bcweging ccncr regte liju , op twcedcrlei wijze, kan bcschrcvcn 
wordeu, De staud eencr reglo lijn is namelijk bepaald, wanneer zij twec 
andere lijnen, niet in een zelfde vlak gclegen zijnde , moct snijden, cn 
teTens aan eenig gcgercn vlak cvcnwijdig zijn. Men denke nu twec 
vlakken P en Q, en twco oubepaalde regto lijncn, tn en m\ niet in 
hetzelfdo Tlak gelegen zijndc, maar beido eveuwijdig aan ccn der Tlakken 
P of Q, b. t. aan hct Tlak Q; indien dan eene derdo regle liju n oTer 
do twee eerste m en m' zoodanig bewogen wordt, dat zij voorldurend 
evenwijdig blijve aan het andere Tlak P, zal er een gebogen oppervlak 
ontstaan. Neemt men twee der lijnen, — hoedanige de Ijjn n eene is, — 
vvelke ovenwijdig aan hct vlak P zijn gelrokken of geconslrueerd , en 
beweegt men, over dezelve, eene dcr lijuun m of m , zoodat zg Toort- 
durend eTenwijdig blijvo aan het vlak Q, alsdan onUlaat er eveneens een 
gebogen oppervlak. Beide deze oppervlakken zullen uiet van elkander 
onderscheiden wezeu ; op eeoe der Toormelde wijien wordl dan het telfde 
opperTlak geboren , en dit oppervlak zal eene kyperboliseke paraboloide 
ziin , wclker asiimlotisr/te vlakken evenwiitlii? loovcn aan de vlakken 
P en Q. 

Deze vlakken dragen den naam van rigtviakken , en zij knnnen 

A 3 we- 
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wedcrom door do benaming van wederheerigc rigtvlakhen onderschoiden 
worden. De bewegende lijn, welko roortdurend aan een deier rJakkeo 
erenwgdig blijft, heet besckrijvende lijn; de bcide bjnen, otw welke sij 
bewogen wordt , tijn rigtlijntn. 

13. Men tegt, dat eene byperboliscbe paraboloide bepaald u, wan- 
neer twet rigtlijnen en 4en rigtvlak gcgevcn rijn; want do beschrijveade 
lrjneu , OTer deze rigtlijnen gclrokken, toodat uj alle ercnwijdig zijn aaa 
het riglvlak, xnllen geen ander opporvlak dao het pas genoemdc kannen 
foraieren. Twee zoodanige beschrijvende lijnen als rigttijnen aangcnomen 
tijnde, en het vlak , aan hetwelk de beide oorsprookelijke rigtJijnen 
evcnvrijdig loopen, als rigtviak, too ontstaat, met deie gcgeveni, het- 
zelfde oppcrvlak. Beido dcte wederkeerige stetseh van bescbrijvende 
lijnen , tijn klaarblijkelijk de slelsels, welke in arl. 10 beteckend lijn. 

14. Maar in plaats van twee rigllijnon te ncmen en een rigtvlak, 
kan men zich ook bepalcn tot drie rigttijnen , mits deze aan een wet/de 
vlak (dat in het eerste goval het rigtvlak tou weten) evenwijdig loopen. 
Want vermils eenige beschrijvende lijn van een der slclscls alle do lijncn 
van het wcderkeerige slclsel moct snijden (II), toe tullen drie Irjncn 
van dit stelsel moeten gesneden worden door alio de beschrijvende lijnen 
van het eerste sldsel. Dete drio lijncn no loopeo erenwijdig aan eeo der 
asymploliscbe rlakken , derhalve evcnwijdig aan een telfde vlak ; en tct- 
mita de stand eener lijn , welkc drie andere lijncn (io Terscfaillendc vlak- 
ken gelegcn) swjdt, ten vollen bepaald is; too moeten «Ilo de lijnen, 
door de dric pasgenocmdo gaando, ovcrccnkomcn mct dc beschrijrendo 
Irjnen cener parabolotdc , zondcr dat de overweging van een rigtvlak in 
aanracrking bchoeft te komen. 

15. Uit bet eene en andero besluit men ook , dat kyperbolische 
Parabotoide beboort tot do iiegelvlakken , en wel tot de tekeele Hegel- 
viakken , gebjk ijj daarom meermalen een sckeet vlak genocmd nordt ; 
ook wel Conoide van den tweeden graad. De eltiptiscke of (men tou 
knnnen seggen) ienvtakkige ffyperMoide i» mede eeo regelrlak, doch 

gee- 



Digitized by Google i 



VAS D* BTPKfl BOLISCllf PARABOiOiDK. 



1 



geena Conotde; bettelte is eeo scheet rhk met drie willekeurige 
rigtlynen ; de Paraboloide u een «cAeW «fe* wrf rigUijmn eo 
een rigtvlah; beide deze opperrlakken hebbcn ovcreenkomst , en het 
ecrsic gaat orer in bet tweede, zoodra de rigiiijnen niet meer willekeu- 
rig gclcgen tijn, maar alle aan een zclfdc tlak etenwijdig loopen. 

16. De Paraboloide, bier bedoeld , heeft dan eok, oIm scheei re— 
gelvlak, de eigenschap, dat elk rlak , gaande door eenige beschrijtende 
fijn , hct oppertlak nog zal sngden tolgens eene twcede regte Ujn. Dexe 
ul eene otcrccnkomstigc of wederkeerige beschrijtende lijn zyn ; beide 
zollen elkander in 6en pont sbijden , en dit punt zal bet punt zijn , in 
hetwelk de parabololde aangeraakt wordl door bet platte snijdende rlak. 



Het opnoemen van de oterige eigenscbappen en tan andere bjjzon- 
derheden, belrekkelijk de hyperbolitche Paraboloide, Ijgt builen het 
doel deier herinneringcn , welke de sleller gemcend hecf t , to moeten lalen 
tooraf gaan, om teohnldigo aanbalingcn, of terwijzingen tot gescbrifteo 
orer de Onlbindende en Beschrijvende A/eetAunsl , te vermijden. 



$ 2. 

Gewone construciie der Hyperbolitche Paraboioide. 

1. Op de boten vermeldo eigenscbappen en bcginselen berusteo, 
in de beschrijrende Hfeetkunst, de constructie der hyperboiitche Para- 
boiotde, de oplossingen der preWeraata belrekkelrjk dil scheeie regeiviah, 
en ook het onderzoek tan deszelfs oterige cigonscbappen. 

Laten A D en C D [Jig. 2) twoe regte Ijgoeo zyn , in tersctiillendc 
tlakken gelegen, en lalen itj wmen de rigtlijncn concr hyperbolische 

Pa- 
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Paraboloide, Ovcr detelvo moet ceno derde Ign AC toodanig bcwogen 
wordcn, dat dete voortdurend evenwijdjg blijve aan teker gegeren vlak. 
Hoedanig de stand van dit rlok aij, men denke, evenwijdig aan heUelvo, 
twee rlakkcn, gaande door twce willekeurigo punlcn A en B van dc lijn 
AB. Laten G on D dc doorsnijdingen sijn van dcte rlakken met de 
andero lijn C D. Vcrcenigendo alsdan do puntcn A en C, B en D, too 
sijn AC on BD twco beschrijvcndc lijncn ron de gcdachto paraboloide, 
en ABDC *al een toogcnoamdo sckcele vierkoek wctcn, wclks aongren- 
tende tijdcn , twee aan twee , in ccn telfde rlak, doch wclka ovcrstaande 
tijden in rcrscbillende vlakken tjjn gclegcn. 

2. Hct rlak ran hot papicr tij hct rlak dcr lijncn AB, BD. In 
dil rlak trckke mcn AE cn Dfi ercnwijdig aan BD cn AB; daarna de 
Ign CE; alsdan is CAE cen rlak, oan hctwclk BD crcnwijdig loopt, cn 
dit rlak zal dcrbalvo crcnwijdig loopcn aan hct rigtvlak dcr parabololde, 
of ook selvc als rigtvlak kunncn aangemcrkt wordcn. 

3. Ncmcndo in de rigtlijn AB ergcna een punt F , — trekkende , in 
bet vlak ABDE, ecne lijn FG erenwijdig aan BD, — verdcr nit G, in 
hct vlak CED, dc lijn GH ercnwtjdig aan CE, cn rerccnigende F mct 
H, zoo is FH ccne anderc bcschrijvcndo lijn dcr paraboloide, rermita 
het vlak FHG cvenwijdig is aan hct vlak CEA. Op dcrelfdo wijto 
conslruccrt mcn toorcle beschrij vcndo lijnen als noodig is, om hct beloop 
der schcelc oppcrvlakto voor te atellcn , cn hct tclfdo beginscl dient ook 
voor het gcval , als mcn tich van twce rcglhockigo projcclic-vlakkcn 
bedient. 

4. Oradat alle paren van lijncn, welke, in do ruimto, getrokken 
sijn, door cvcnwijdigo vlakkcn gesnedcn wordcn in evcnrcdigo doelen, 
tol men hcbben A B : B F = CD : nD, of AF : BF = CH : DH. 
Dcrhalvo zullen de rigtlijnen eoncr hypcrbolischo paraboloido , door de 
opvo/gende besckrtjvcnde lijnen , stecds in evenrcdige stukken of deelen 
verdeeld worden. Omgekcerd tal cr, wannccr men op tweo Iijticn AB 
en C D , welke niet in een telfdo vlak gelegcn tijn , punten neomt , welke 
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deze lijoen in onderliag evenredige deelen verdeelen, en dat men, door 
de overeenstemmende puoleo, lijnen trekt, door deze laalste een scheel 
vlak gevormd wordeu, en dit regelflak zal eene Hyperbolische Parabo- 
loidc wezen. De gcwone, roeer geschikle, conitruclie der byperbolische 
paraboloide vrordt bieruit afgeleid. 

5. De pasgenoemde lrjnen Tormen ccn siclsel Tan bcschrijTende ljj- 
nen. Neemt men Iwee Tan dczelve , b. t. AC en BD, laat men, door 
eenig -pnnt I, een vlak ILK gaan, evcnwijdig aan bet Tlak GED, aan 
hetwelk ook AB evenwijdig loopt, en vereenigt men 1 met bet punt K , 
in hetwelk genoemd Tlak door de lijn BD geaneden wordt, alsdnn bcwtjst 
rnen gemakkelijk , dat de snijding PM der Tlakken IKL en FGH eTen- 
wijdig zal lijn aan do snijding CB der vlakken CBD en ACE, en dat 
de lijnen FH en IK eJkander in een punt P zollen snijden. Ook hier 
worden, AC en BD, in de ponten I en K evenrcdtglijk gedeeld, zoodal, 
als A C en B D aangemerkt worden als rigllijnen , I K eene beschrijvende 
tijn der ht/perbolische paraboloide zal wezen , en deze , volgens hclgeen 
in S 1 " oolwikkeld, niet onderscheid en sijnde Tan de paraboloide, welke 
A B en C D tot rigtljjoeD beeft , zoo moet I K &ne der wederkeerige 
beschrijvende lijnen zijn. 

6. De hyperbolische parabololde wot%t derhalve §evormd door een 
der stelsels van regte lijnen , welke twee overstaonde %ijden eens scbec- 
len vierhoeks in evenredige deelen vtrdeeien. Do vier punlen F, K, H, L 
in welke de vier sgden van dezen vierboek door eenige hjn van het 
eerste stelsel, en door eene andere Tan hel tweede slelsel, gesneden wor- 
den, Jiggen altijd in een zelfde vlak , cn die lijnen telve nioelen clkan- 
der in een pnnt P snijdeo. 
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S 3. 

Conttructie der hype rbol ische paraboloide by eene meer algemecne br- 

1. Gewoonlijk verbecldl rucn tich dcn schcelcn vierhoek soo als in 
fig. 2 is voorgesteld. Doch men kan de taak algemeener beschouwen, 
en uit die beschouwing cenigo gevolgcn aflcidan, wclke tot dasverre niet 
schijncn opgemerkt te sijn. Want indien men een «cheelen vicrhoek be- 
paalt, als te beslaan nit vier lijoen, elkander, twee aan twee, snjjdende, 
^en vercenigende vier pnntcn , welke niet in hetselfde vlak gelegen xb> , 
alsdan is de orde deter «ereeniging gcheel willekenrig. De rier pnnten 
o, b, c, d sjjnde, tal men , op de gewone vrijte, a met 6, 6 met e, c 
met d , d met a vercenigen ; doch men kan ook a met 6 vereenigen , 
6 met d, d met c, c met a, of a met c, c met b, b met d, d met 
a ; in alles heeft men aladan 4 (4—1): 2 = 2-3 = 6 lijnen, welke, 
in de projectie op ccnig vlak , overeemtemmen met de vier tijdcn en dc 
twce diagonalen van een vlakken vierhoek , of met dc prqjectien der 6 
ribben van eene driehoekige pyramide, welker 4 boekpnnten met de 4 
gegevene ponten iustemmen. 

2. Op eene der pasgenoemde vrijsen wordt nn de schecle rierboek 
Toorgesteld door ABDG [fig. 8), soodat, rergelcken met den vierhoek 
vau fig. 2 , de tijden AC on BD hicr tijn, hetgeen, bg de gewone toor- 
stelling, diagonalcn schijnen. In bet wesen der saak toch heeft een 
scheele vicrhoek geene diagmalen; wil men echter dezo bcnanoing niet 
Terwerpcn, aladan sollen, bij de Toorstelling fig. 3, de lijnenADen BC 
diagonalen moelen heelen , welke in fig. 2 als ztjden beachoowd worden. 

3. 



■ 
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3. Om na eTenwel, door de cvenrcdigo verdeeling van Iwee over- 
slaande rijden , de paraboloTde te construercn , moelen de deelpunten van 
AB en CD in tegengestelde rigtingen gerekend wordon. Want AB en 
CD de rigllijnen tijndc, mllen A C en BD twee beschrijvende lijnen 
zijn, en opdat de besclirijvcnde lijn AC, nit den stand AC kome in dcn 
stand BD, moet hare beweging klaarblijkelijk zoodanig plaaU hebben , 
dat, terwijl het bovendecl of borcneinde A Toorlgaat Tan A uaar B, Tan 
de linker- naar de regler-zijde , hct bcnedcn-dcel of benedcn cinde C 
terug gaat Tan C naar D, Tan de regter- naar dc linker-iijde. 

4. Men vcrdccle b.v. A B en DC (Jig. 4), elk in 10 geltjke deelen, 
dooh in tegengeslelde rigtingen, en rcreenige de overeenkomstige deel- 
panten, ioo verkrijgt raen de voorstelling der paraboloide. En wanneer 
AB en CD, op het vlak Tan het papier, de projcclico der rigilijncn 
yoorstellen, zullcn do bcschrijvende lijncn , mcdc in projcclio voorgcslcld, 
raaklijncn tgn ecncr parabola B XYC, de projcctio ignde Tan eenc der 
corvtx-concave itjden der ktfperboiische paraboloidc. Deze conslroctie 
der parabola B XYC, wclke een ootniddelijk gevolg is van de constructie 
dcr hyperbolisclie paraboloiilo , is otcrigcns van elders bckcnd. 

5. Men kan ook de voorgestelde wording en constroctie der para- 
bololde volgen als de meest gcschikle, om zich van bcl ware beloopde- 
ser oppcrTlakte ecn jaist denkbceld te vormen , helzrj door mjddel van 
gcspannen draden , hcttij door niiddel van eene horitontale en verlicale 
projectie op twce projcclie-vlakken. 

Men denko, tot dat einde, door elkc rigtlijn eon der projeclicvlak- 
kcn , of neine detelve willekcurig , zoodat de ecroto A B (J!g. 5) liggo 
in hel verlicale rlak, de twcede CD in bct horiiontale vlak. Ncemt 
men bovendien den stand on de leogte dctcr lijnen iti dier vocge, dat 
de projectic-a» OX door de bcidc cindpunton A en C ga (waardoor bet 
gedeelte AC deter as eene diagonaallijn en ecne bcschrgvcnde lijn van 
den scbeclen vicrhock ABDC wordl), cn dat dc perpendicalairen , oit 
A en C op OX getrokken, door dc etndpuntcn D en B loopon, alsdan 

B 2 is 



12 Q. J. VBRDAM, BIJDftAGfi TOT OB MEETKCBDIQE BESCHOUWUG 

i* de coostruclie der paraboloide allerecnroudigst. Want meo terdeele 
AC, en daardoor ook AB en CD, in een seker aantal gelijke deolen, 
neme detelre op DC en CA, op BA en AC, in eeno omgckcerde ordo, 
en rereenige <io gelijknamige deelpuntcn Tan DC en CA, cn van BA 
en AC, door Ignen. Deie lgnen zullen de projectien weten der be- 
schrijvende Iijuen van de paraboioide t en wanneer men de figuur getee- 
kend liadde op twee regthoekige vlakken , alsdan zou men slechta de 
gelijknamige deelpunten van AB en CD, door gcspannen draden, be- 
hoeven te vereenigen, om die beschrijvende lijnen zelve voor te atellen, 
en met detelve levens de juiste configuratie van het scheele vlak , welks 
beide tegengcslclde convtx-concave zijden , door de beido projectign (fig. 
5) volkomen ziglbaar aijn. Bij het volgen der constructie, verklaard iu 
§ 2 (fig. 2), is aulks allijd het geval niet, omdat men, door dezelve, 
veeltijds slechts een klein gedeelle van het oppervlak eener paraboloide 
van grootcre afmeling kan Toorstellcn; ten minsten lal dit gcdeelle dik- 
wgls klein rijn tn vergelgking van dat, tot betwelk de nu verklaarde 
conslructie kan uitgestrekt worden. 

6. Ora de beschrijvendc lijncn van hel wcdcrkeerige tlelsel te con- 
strneren {fig, 3) , moet men twee der beechrijvende lgnen van het eerste 
stclsel nemen als rigtltjnen (§ 1, art. 12), b. v. de zgdcn AC en BD 
van den scheelen vierhock. Maar nu moel men do evenrcdigo dcclcn 
op dete lgnen wederom in detelfde rigtiog nemen , dat is van A naar 
C en ran B naar D, omdat AB en CD telve beschrijvendo lijnen van 
dit tweede stelsel tgn. 

7. Alle de lgnen van een der beide stelsels moeten evenwgdig loo- 
pen aan een zelfde vlak ($ 1, art. 12), het rigtvtak der parabolotde 
tgode. Voor de Ignen van het eerste atelte), hebbende AB en CD tot 
rigtltjnen , tal het rigtvlak b. v. een vlak tijo , gaande door B D , « 
evenwijdig loopende aan A C. Nn ligt A C in het vlak der lijnen A B 
en BC; trekkende altoo in dit vlak (dat gedacht kan vfordcn het vlak 
des papiers te zijn, boven hetwelk dan de lijnon AD, BD, CD tich oit- 

strek- 
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strekken) , door bot punt B, de hjn XBY, evenwijdig aan AG, eoo i» 
hot vlak XY...DB evenwijdig aan het rigtvlak , en kan ook self als 
rigtvlak aangemerkt worden. XY sal de doorsngding Tan dit rigtvlak 
ruet het vlak des papiers weien. 

8. Het rigtvlak der beschrgvende lgnen van het tweede stelsel raoet 
een vlak weien, evenwgdig loopende aan AB en CD. Trekkende daar- 
om, in het vlak ABG, door het punt C, eene lijn ZCY, evenwijdig 
aan AB, alsdan sal het vlak der lijnen CD...ZY evenwijdig loopen 
aan bet begeerde rigtvlak, of dat rigtvlak selve syn. ZY sal de 
snijdtng van dit vlak met dat van hct papicr wesen ; dese snyding heeft, 
met de snijding XY van bet eersle of wederkeerige riglvlak, het punt Y 
gemcen, bovendien snyden BD en CD elkander in D; derfaalve sgo Y 
en D tweo punten, tot elk der vlakken behooreode; daarom sal DY de 
Toorstelling wesen van de sngding der beide rigtvlakken, en aan dese 
hjn DY moet do voornarao as dcr par&bololde evenwgdig loopen ($ 1, 
art. 7 en 12). 

9. Door deze constructio , welker uitvocring op twee projectie-vlak- 
ken zeer eenvoudig i$ , lecrt roen dan de stelling der rigtvlakkcn, en do 
eventoijdige riqtinq dcr voorname as van do hypcrbolischo paraboloide 
kennen , wauuoer daartoo twee rigllgnen cn twco beschrijvende lijnen, 
dat is tweo bescbrijvonde lijnen van elk der stelsels, gegeven sijn. (In 
fig. 2 is CE de pas goooerade rigtina.) 



Constt uctie van ket toppunt , van de voorname a$, en van de 
eener hyperbolitcke paraboloide. 



1. Volgens het ontwikkelde io $ 3 kan men de rigtvlakken 

B 3 hy 
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hjperbolische paraboloide construeren, wauneer twee iler beschrijrende 
lijnen van do beide slehels van beschrjjrende lijnen gogeren zijo, of wef, 
indien men een der scheele rierhoeken kent , welke , in het oppcrrlak 
der parabololde , door de rereeniging ran twee beschrijvende lijnen met 
dorzelrcr wedcrkeerige ontstaan. Daar nu het raakvlak ran den top der 
paraboloide loodregt staat op de voornamo as ($ 1, art. 6), en deze 
laatste erenwijdig loopt aan de snijding der beide rigtrlakken, tal elk 
rlak, loodregt door deze snrjding gaande, evenwijdig aan genocmd 
raakvlak loopen. Dit raakrlak berat do snijdingen der asy mptolische 
vlakken (ibid, art. 6 en 7) , en deze snijdingen moeten daarom erenwij- 
dig loopen aan de «nijdingen der beide rigtrlakken met het soo eren 
gcnoemde loodregte vlak. Kan mcn nu de beschrijvende Hjnen constru- 
cren, welke erenwijdig aan deze snijdingen loopen, abdan zullen deze 
noodwendig orereenstemmen met de snijdingen ran de asymplotischc 
vlakken en ran hel raakvlak , gaando door den top. Het vlak dier bo- 
achrgrende lynen zal derbalre van dit raakvlak niet ooderscheiden we- 
zen; derzelrer doorsnrjdingspunt tal bet toppunt der paraboloTde zijn, en 
de roorname as is de lijn, door dit toppunt, evcnwijdig aan do gomeen- 
scbappelijke doorsnijdiug der beide rigtvlakken getrokken. 

2. De constructie ran cen rlak, loodregt door eene lijn gaande, 
is niterst gemakkelijk, Hen denke zoodanig vlak , gaande b. v. door bet 
punl B (Jig. 3) en loodrogt slaande op do gemeene doorsnede DY vao 
de beide rigtvlakken. Lalcn BIH en M N de snijdingon ran dit perpen- 
diculaire rlak met do beido riglvlakken zijn , alsdan zyn deze de Hjncn, 
aan welke de beschrijvende lijnen , gaande door den top der paraboloide, 
erenwijdig moeton loopen. 

3. Om deselvo te conslruercn, zoo bodenke men, dat, ten opzigte 
van het rigtvlak XY...BD, de rigllijnen ran do paraboloide syo A*B 
en GD, en dat tnen BD en AC als rigllynen moet aanmerken f indien 
men het vlak Z Y . . . C D als rigtvlak beschouwt. Om dan de beschrij 
vende lijn te comtrueren , gaande over A B en C D , en cvenwijdig loo- 
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peudc aon BM, zoo denke mcn, door A B en BH, eea vlak; bclielve 
«al de rigllgn CD in een pont P snijden , en PQ, in hel vlak ABMP, 
evenwgdig aan B M gctrokken , sal do boschrijvende lijn zgn , welke 
cveowijdig aan BM loopt. Omdat ZY evenwijdig is aan AB, sal de Ign 
MP, volgens welke bet rigtvlak DYCZ gesneden wordt door bet vlak 
ABMP, evenwijdig loopen aan ZY en AB; hierdoor wordt de bepaling 
van bet pout P seer gemakkelijk. Trekkende vervolgens, door C, eene 
lyn Cm, evcnwijdig aan de snijding NM (en alsoo gelegen in hot vlak 
DYCZ), daarna, in bet rigtvlak DBY, de lijn mR ovenwgdig aan 
B Y , en door bet snijpunt R dexer lijn met de rigtlijn B D , eene lgu 
RS, in bet vlak ACwR, en evenwgdig aao MN of Cm, alsdan is R 8 
die beschrijvende lijn van het wederkcerige slelsel , welke erennijdig aan 
de snijding MN loopt. De lijnen PQ en RS liggen nu in het raakvlak 
van den top der paraboFoTde; >ij sntjden elkander in het pont T; dit 
punt xat hel toppunt der paraboloide weten; TU, ovenwgdig aan DY, 
door bet punt T getrokkeo, tal de voomame a* lijn. Het sal , in § 7, 
blijken, dat do rigting TU, on gevolgelijk ook de snijding derriglvlak- 
ken , erenvrijdig loopt aan de regle lijn , welko het nridden yan A D met 
bet midden vau B C rereeoigt. (1) 

4. 



(I) Men iou kunnen vragen of de lijnen P Q en RS niet jultt Invlelen met de korute 
•Mtenden van de OTentaende rigtHjnen AB, CDenAC.BD. Dit ken elleenlQk den 
pltaU hebben, wenneer de rigtvlekken toereliig of voorweaxdnujk evenwydig ean die kortete 
afttanden loopeo. Dit i» b.T. bet ge?al , winneer een der rigulakken loodregt op eeoe der 
rigtlijnen tuai ; altdan ttaat het wederkeerige rigUlek ook loodregl op het eertte, en da 
paraboloidc ttl weieo eeoe toogcnaamdo rtgtt tonoidt van den tvcttdtn graad ; de beide 
parameteri p en p' Tan toodanige paraboloide tijn eren grool of gelijk , en de atjmptoti- 
tche Tlekken meken, met de voorname middenTlakken , hoeken van 44°. Oetielfde heeti 
nog pltau , en er wordt eveaeem eene rtgtt conold* gevermd , wenneer men twt« rigt- 
neemt *«* g.lijkt Itngt*, mtt dtrsthw middm rtgtkotkig mr tikindtr Kg- 

gtndt. 
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4, Er blgft nog OTerig om de parameters , dat is de afmetiog der 
parabololde, te COOJtrueren. 

Vermits de lgnea PQ ea RS, door dc conatructie Tan het loppant 
ea der Toorname as rerkregen , OTereenstemmen mct de lijnen ; wclkc, 
in fig. 1, tijn aangewczcn door HOm en NOn, ioo ii het duidelijl 
dat, constraereode een riak, gaande door TU, en deelende den hoek 
QTR (het aupplement Tao don hock BMN der riglflakken) midden 
door, dit Tlak een der Toornamo middeoTlakkeo der parebolofde sal 
moelen tjjn. Het tweede Toorname middenTlak deelt den boek RTP of 
QT8 midden door, of wordt verkregen, door op het eerslo vlak een 
•perpcndiculair Tlak te atelien, dat teven* door TU gaaL De constructie 
dezer middcnTlakken , door do bulpmiddelcn dcr beschrijvcnde Meotkunsl , 
houdt gceno moeite in. Daar nu , in het Tlak der Ignen P Q en R S , 
de Tergelijking Tan detelve , teo opzigte der regthoekige assea, welke 
dertelTer hoeken midden door deelea, is 

. = 9 r t 
p 

($ 1, art. 6), — eo de coemcient Tan y teTens moet OTereeokomeo met 
de trigoncmetrische tamjens van den hoek , tusschen do as van y cn de 
onder en boTen detelve liggende lijnen, — en verder nog die hoek 
gebjk is aan de heift des bocks, wclko genoemdo lijncn maken, dat is 
= ^ hoek QTR, zoo heeft men de gelijkheid 

Tang I QTR =r f £ . 

P 

5. Hen construere derbalve den hoek BMN, welke de beide rigt- 

Tlakken met elkander maken, en neme de helft van deatelfs sopplement. 

Zij BAC {fy. 6) dat halve supplement;- — neem AB willekeurig, BC 

loodregt op AB, en BD loodregt AC, too is de Terhoodiog tosscben de 

segmeoteo CD eo AD gelrjk aan de verboudiog, toascben BC en AB*. 

• * 

dat is gelijk aao Tang* BAC = tang> | QTR (io fig. Z) = t = de 

V 

rer- 
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verhouding tutschen de parameters van de paraboloide. Men vindl, 
soodoende, de betrekkelijke afmeting van do paraboloide. 

6. Om de ToUtrekte afmeting te weten , bepale men de doorsnijding 
tan een der in art. 4 geconstracerde midden?lakken met eene der bc- 
schrijvcndo lijnen , b. v. (fig, 8) de dooranijding Tan AG niet het mid- 
denviak, dat den hoek QTR midden door deelt. Men rabattere dit mid- 
denvlak op het horitontale projeclie-vlak. In hetsclve heeft men nn de 
as TU, den top T, cn een pont (namelijk het bepaalde doorsmjdingspunt 
met AC) der OTereenkomttige Toorname paraboliacbe snijding; weshalvo 
de parameler p Tan dese parabola onmiddelgk sal kunnen gecoostrueerd 
worden. De parameter p wordt door de Terhouding AD : CD (fig. 6)" 
bekend, of door eeno herhaling van dcielfde constructie op het midden- 
vfck, betwelk den hoek Q TS (fig. 3) midden door deelt. 

— — . mm— 

Beschouwint? der twee varaho/oiden tuelke onts/aan door de onafuo* 

brokene beweging eener regte lijn over de vier xijden van 

1. Bebalve den scheelen Tierhock ABDCA (_fig> 3), welks zijden 
sijn de lijnen AB, CD, AC en BD, kan men nog in aaomerking nemcn 
de beide vierboeken ADBCA en ABCD, hebbende tot sgden de lijnen 
AD, BC, AC, BD en AB, BC, CD, DA. Men TMtige hier de aan- 
dacht op den corsten deter vierboeken, dat is op den vierhoek ADBCA. 
Neemt roen aan, dat dc orerstaande sgden AD cn BC rigtlgnen eener 
hyperbolische paraboloide sollen wesen, soo moet AC of BD, b.v. BD, 
de beachrijvende lijn sijn, en deie rooct van B noar C en van D naar A 
bcwogen worden. Yan de paraboloido, op dete wrjte beschreven, tullen 
ekrsts klasse, mrcwk verh. X DKBL. C dan 
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dan AC cn BD tweo beschrijvende lijnen sijn; maar de parabololde , 
hebbende AB en CD tot rigtlijnen (en welke in de voorgaando §§ bc- 
schoowd 1*8) becft ook diezelfde lynen AC en BD tot bescbrijvende lijnen ; 
derhalve zulu i deze parabolotden elkander vofgcns de twee tijnen AC 
cn BD snijden. Hct vlak, aan hetwelk de beschrijvende lijnen AC en 
BD evenwijdig loopen, sal hel gemeenschappelijke rigtviak der beide 
paraboloidcn sijn. 

2. Maar dete oppervlakken sullen clkandcr nog volgena eene derde 
regte lijn angden , en deze sal wezen de lijn , welhe het middcn van 
AC tnet het midden van BD vereenigt. Want van de parabololde, beb- 
'bende AD en BC tot rigtlijnen, worden de wcderkeerige beschrijvende 
lijoen geconstraeerd , door AC en BD als rigllijuen aan (c nemen, en 
lot rigtvlak het vlak , aan hetnelk A D en BC evenvrgdig loopen. De 
0Tcnrc<lige declen op dese rigtlijnen moelen gcnomen wordcn van A uaar 
C en van D naar B, of van B naar D en van C naar A. Van de^ cerst 
beschouwde paraboloide werden de wederkeerige beschrijvende Ijjnen ge- 
conalrneerd, door deielfde Ignen AC en BD als rigtlgnen aan te nemen, 
en tot rigtvlak hel vlak , aan betwelk A B en C D evenwjjdig loopcn , 
tervrijl de overeenkomsuge deelpunten genomen werden van A naar C cn 
van B naar D. De beide paraboloiden bebben derbalve, volgens de 
eerste wijse van wordiog (art. 1), vertchillende rigtlijnen AB, CD en 
AD, BC, en een zelfde rigtviaA, doch , volgena de wederkccrige be* 
schrijving, vtrschillende rigtvtakhen en dexelfde rigttijnen AC, BD. 
Hen sou dezelve overeenslemmende , %amengevoegde paraboloiden kunncn 
noemen. Verdeelt men nu AC en BD elke in n gelijkc deelen (n even 
en scer groot sijnde), soo is het duidclijk, dat wanneer men AB als 
bescbrijvende Ijjn laat voorlgaan orer de rigtlijnen AC en BD, en verder 
ook BC, als beschrijvende lijn, ovcr desclfde rigllijnen, elke dexe lynen 
A B en BC wel een verschillend oppervlak sullen beschrjjven, maar toch 
ergens in den stand sullen moeten komen , ju welken sij deselfde over- 
eenkomstige deelpunten ran A C en B D vereenigen. Die overcenkomshgc 

deel- 
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deelpuuten kaonea geeae andero wezen dao de |n« deelpunten, wclke 
tevens de middoopanten van AC en BD sgn. De lijn derhalve, welke 
het midden van AC vereenigt met bet middeo van BD is eene beschrij- 
veode Iijn , zoowe) van de eerste als Yan de tweedc paraboloide, en 
alsoo eene derde itjn, volgens welke die beide paraboloiden elkander 
sntjden. 

3. Meo kan het ontwikkelde io art. I en 2 op de navolgcnde wjjze 
oildrukkeo. Laat ABGD (fig. 3) eou scbeelo vjcrbock zgn. Over des- 
zelfs overstaaode zijden AB eo CD late men eene regle Ijjn AC, vao A 
oaar B, en vao C oaar D, zoodaoig bewegea, dat zg vao AB eo CD 
evenredige deeleo afsnijdt. Waooeer nu de bewegiog dczer lijn, oadat 
sg in den staod BD gekomcn is t op dezelfdo wgze voorlduurt over de 
legcnoverstaandc zijden AD eo BC, totdat zij gekomcn is io den staod 
CA, overeenkomende met den oorspronkelgkeo staod AC, alsdan worden 
er twee verscbillendo byperbobache paraboloidcn gevormd of voortgebragt, 
welke een gemeenschajipelijk rigtvlak zollen hebben, of, ten aanzien 
?an denelver wederkeerige beschrgveode lgneo, twee gemeensehappelijke 
rigUijnen ; eo deze paraboloideo tulleo elkander volgens drie regte lijoeo 
snijden. Twee dezer lijnen %ullen beschrijvende Igoeo van het eerste 
stehel wezen en ievens diagonaleo van den scheelen vierkoek ; de derde 
lijn %al tot het tweede stelsel moelen behooren , en nij %al de lijn we- 
%en, welke door het roidden der diagonaleo van den vierhoek gqat. 

4. Besehouwt meo de beide oppervlakken als begrcnsd (usscbeo de 
vier ztjden vao den scheelen vicrhoek en tusschen de beide auylijnen 
AC eo BD, alsdao kan meo dezelve (ingevolge de ooafgcbrokeoe bewc- 
ging der bescbrijvende lgo AG) aaomerken als deelen van een eokel 
oppervlak, volgens de lijoen AC, D D, eveo als volgcns twce keerlijnen, 
aan eo tegeo elkander sluitende. 

5. Do uitgedrukte cigenschap is niet beperkt tot het geval der be- 
schouwing van een bepaalden scheeleo vierboek ; sy is algemeen. En 
rnen kan in de daad gemakkelrjk intien, dat iwee hy perboliscbe para- 

C 2 bo- 
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bololden, welke dcielfde rigttijnen maar onderscheidene rigtvlakken 
bebben , clkander , behalve vofgens die rigllijnen , ook nog volgens eene 
derda lijn zullrn mocten snijden, en de wederkeorige bcscbrijrcndc Jijnen 
deier paraboloiMen zullen ccn gemeenschappelijk rigtvlak bobbon. 

6. Ecne paraboloidc , hcbbendo twec rogto lijnen a en b tot rigt- 
Ignen en een plat vlak P tot rigtvlak, tal derhalve met eene andere 
paraboloide, hebbende mede a en 6 tot rigtlijnen, maar een andere vlak 
F' tot rigtvlak, eeoe beschrijTende Ign gemeen moeten hebben. Eeoe 
derde paraboloido, hebbende een riglvlak P ", maar wederom dezelfde 
rigtlgnen a en A, zal ook met de eerste paraboloide ecno bescbrijvende 
lijn gemeen hebben, en dexo beschrijvende lijn tal noodwendig moeten 
verschillen van die, welke aan de beide eerste paraboloiden gemeen is. 
Zoo roort rcdencrende komt mcn tot do gcvolgtrckking , dat clke bcscbrij- 
vende Ign van de eerste parabololde tal konnen aangemerkt worden als 
eene der bcschrijrende lijnen eener andere paraboloide, welke met de 
cerste deselfde rigtlguen gemeen heeft. Derhalve tallen ook de oaeindig 
vele paraboloiden , welke door twee regte Ignen gaan, met iem van 
dezelve eene beschrgvende lijn gcmecn hebben; nogtans merke men die 
iene paraboloide niet aan als de enveloppe of het omwikkclend oppervlak 
van allo de ovcrige, wanl er heeft geene aanraking , maar wel snjdtng 
van oppervlakken plaats. 

7. »Er is geene beschrjjvende lijn van de paraboloule, hebbende 
AB en GD tot rigtlijnen, welke niet gesneden wordt door eenige be- 
schrgvendo Ign van de paraboloide, hebbende 1D en BC lot rigtlgnen. 
Want beide de parabololden hebbeo de wederkeerigc bcscbrijvende lijn , 
gaande door het midden van AC en BD. Door elk punt deter lijn kan, 
in elke paraboloide, eene beschrgvende lijn van het eerste stelsel ge- 
trokkon worden. GoToIgelijk snijden die twee betchrijrende Ignen elkan- 
der in gcnocmd punt , en de gemeenschappelijke toeder kccrige beschrij- 
vende lijn is derhalve de plaats Tan do smjpuntcn der beschrijvende 
lijnen van het eerste stelsel der eersle paraboloide, ntet eenige overeen- 

kom- 
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komslige beschnjvende lijn van het eerste stelsel der twecJe parabolokle- 
8. De vraag is nu , welke, of waar ziju die overecnkomstige be- 
schrijvende lijnen van die cersto siclseLs der beide parabololdcn ? Het 
aotwoord is begrepen in de oploating van bot problema , om, wanneer 
xooilanigo bcscbqjvende lijn vau eene der paraboloiden gegeveo is, alsdan 
de overeeokomstigc boschrijTcnde bjo van de tweede paraboloide te con 
stroeren? Deie nu viodt men, wanneer men eerst bepaalt het puot der 
gemeenschappelijko wedcrkcorige beschrijvende lijn, in welke dete, door 
de gegevone bescbrijveude lijn van dc cerstc paraboloide, gesneden wordt, 
cn alsdan, door dit geTondene punt, de bcsclirijvende lijn van de tweodc 
paraboloido, volgens ceno bckcndo constructie, constroeert. 

9. Haar het antwoord kan meer bcpaald gegeven worden. Die 
twee beschrijvende lijnen nsmclijk , welke dc overccnkomsttge evenredige 
deelen der rigtlijnen van de beide paraboloiden vereenigen, vullen de 
overecnkomstige beschrijvende lijnen %ijn , welke elkaoder in hetielfde 
punt der gemeonschappelgke, wederkecrigo beschrijvende Ign sullen door- 
anijden. 

Laat ABCD (Jig. 7) de scheclo vierhoek weun ; AB en CD de 
rigtlijueu der eerste paraboloido; BC en AD de rigtlijnen der twcedc 
paraboloide ; AC en BI) de gcmccnschappelijko rigtlijnen der bcidc para- 
bolotden , wanneer men detelve door do wederkeerigo bcschrijvcnde lijnen 
denkt gevormd te lijn; FG de getneenschappeli/Ae beschrijvende lijn, 
welke door het midden van AC en BD gaat. In het vlak der lijnen 
AB en BC zijn de paraUelen AE aan BC en CE aan Afi getrokken ; 
D is met E vereenigd; alsdan is DE evenwijdig aan GF, omdat ABCE 
een parallelogram is, en alioo EF = FB, eventoo als, door de con- 
structie, DG = Gfi is. 

Men neme nu twee beschrijvende lijnen Hh eu It van debeidcpara- 
boloiden , in voege dat lij overecnkomstigc cvcnrcdigc dcclpunten van de 
overstaande rigtlijncu vcrcenigen , en men diensvolgcns hebbe DC : iC 
= DA : AA = BA : IA = BC : HC. Zonder op deie erenredigbeid 

C 3 te 
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te lelten, gaat elke dexer beschrijTende Ignen door cen punt ran de 
lijn F6. Men neme aan, dat dit twee onderscbeidene punten O en 0 
aijn. De vlakken, gaande door FG en door deze bcechrijTende lijnen, 
doen, in do figuur, de driehockcn H^K cn ItL ontslaan, en in dexe 
xrjn AK en t'L evemvijdig aan DB cn dus ook aan FG, omdat DE, 
als evenwijdig aan FG, ook eTenwijdig loopt aan de vlakken, gaande 
door FG. 

VermiU KF = FH en LF = FI i., xal FO = * AK, en FO' = i 
»L xijn. Maar 

DC:t'C = DE:tL, 
DA : AA = DE : AK, 

en daar DC : tC = DA : AA ia, xal ook DE : t'L = DE : AK xgn, 
dat is t'L = AK; ergo ook FO — FO'; ergo xijn 0 en O' gecne ver- 
schillendc punten, dat is, de betckrijvende lijnen, welke de overeen- 
komttige evenredige deelpunlen van de rigtlijnen der hcide parabololden 
vereenigen, mijden elkander in een punt der gemeenschappel ijke weder- 
keerige bcschrijTcnde lijn, en znllen daarom die lijnen weten, welhe 
oTcreenkomstige beschrijvende lgnen genoemd %ijn (2). 

S 6. 



(2) net in deie y bevueoe do«t ook beiluiten tot de itelliog, dat im** parabelotdtn 
tikandtr eeigtn* niit nt*r dan eelgin* drie lijnen kunntn tnifdtn. 

De Frwiehe wUkuniteoiir Quciixe itelt ket tegendeel in ceo werkje, geiiteld: »G*a- 
me/rii Vitcriptiee. Traiti dti Surfactt riflit*. PerU 1828;" eo de miietelilflg rebijot 
door Libot , die tm> dit geechrift, in irjn Tmiti dt Giemiiri* Dtetriptie*, meldiog 
miekt , niet opgeraerkt te iqn. 

Op bledi. 49 vin geaoemd werkje ttelt de Sehrijver hct probleme : *>On plan *t ireii 
» droitei itnnt dtnnii, trouvtr unt drtiit, paraUete an plmn, tt arnjtti* a rtneanirtr 
» let troit droilet donnict." En n* een scheraa der oplouinr; te hebben gegeTeo , eten 
■U Toor eea probleme, det tot de iinelakiig* huptrboioidc betiekkiog heeft , ieit bij 
Tolgen : »oa eoneiure feeilemeat dei re*mirqaet piecedentet , ane dtux paratoloidtt , oui 
» ont deux ejiniratriet* communti, t* ceuptnt d* nouvtau, tuitant denx autret droittt, 
»tt fnt ctt dtnx turfatu ent Iti mfmtt plant direettnrt." 
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* 6- 

lieschouwing der drie verschiltende hyperboiische paraboloidm, welke 
over de drie paren van ove> staande zijden een» scheeten 
vierhoeks htnnen beschreven worden. 



§ 1. Wanneer men de xoogenaamde diagonalcn AC en BD [fyj. 8) 
ook bescbouwl als twee overstaonde %ijden van den acheelen vierhoek, — 
gelijk sulk» in de daad behoort, — aladan heeft een schecle «ierhoek drie 



fn eea eifjenlijkea lio U det« stelling onjuitt , teotij nm wilde begrijpen , dat iiat 
der rier bedoelde gemeenichtppeirjho Hjnen op eeo oneindigen efsttod Ttn d« drie orerige 
gelegen were, teo einde , op die wrjM, de enijdinf T«n iwee paraboloiitn ia Tttrbtnd te 
Lrengeo met die Ttn twtt Hnvlakkigt kyprrboteiden , welke elkeader tttllif Toigens 
vitr betchrijTende Ujnen, twee ud twee tot de beide TereehtUende iteUeUTtnp>ei«hrijTenrle 



Uet boTtn uitgedrukte problamt vordt in deter Toege opgelost. Ltten dc drie gegereiie 
Ifjnen geooemd wordeo A , B en 0 en bet gegeTcn Tltk P. Gooitrueer de ht/jtcrbotitckt 

Mf^JLAl*?^ LaVL^J. * — _ 11 « - . * -»»■ ■ — ■ _ . ■ . P f f _ _ I „ „ _ . I J_ ,1,, — l*_t_ ■ - . ■ ■ _ . 

paraooioiat t neDpeaae A en u tot rxgtiijntn en r tot r\giitiaK % en -eptm ue -oorsnijaingspunteu 
der lijn C met dit scheeleYlak. Qet aautal deier doorioijdiDgspnnten kau ntet roeer dan - aijn. 
Noeradeielvc c en e', en trekdoor deie twee punten twee betebrijTeode lijnen ; detc rullen beide 
aande TraagToldoea. Doeb men kan ook A enC tot riatlijntn nemes. , ec de paraboloidt cjn- 
ttruercn , welke het Tlek P mede tot rigtolak ttl hebben. Deie perebolo.de tel door de lijnB 
gesneden worden intwee punien k en *', en de beeohrijTende l.jaen , dooc detelre , ia dete 
twttdt paraboloidt, getrohken, rollen mede aan bet problemt Toldoeo. Detelijnennukunnen 
geeoe tadere wetext dtndie, welke Terkreg» irjnmetdeeentc ptrtbolo.de, omdct, wegens den 
grttdder aqattieTinhet oppervUk, het eenUl der oplossingen slechte 2 ken bedrtgen. Der- 
htlTe moeten do Itjnen , gtande dooc c en c' inTtUen met de Ujaen , gttnde door 6 en 4', 
en dc Itide paraboloiden ktbbtn tUrkmUn twce beeohrijTeode lijaen gemeen. Httr ook 
de rigtlrjn A, det U eeoe der wederkeeri|; bescbrijTeode lijaeo, behoort totbelde t derhtlre 
Mijden de beide pereboUtden elkaoder Tolgem drit regte lijnen , en nlet Tolgent titr 
mt eene Tierde gemeenschtppelijke betcbrijTendo lijn , aUdtrt tou deieWe 
tot bet eieUel ? en betohrtjTende lljnen , tot hetwelk A behoort. Zij tou 
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Tao orerslaando «ijden , uamelyk AB eo DC, AD en BC, ACen 
BD. Elk dezer paren als rigtlijnen aannemende, tal mcn, orer tlexehe, 
drie paraboloideo kunoeo bescbrrjven , maar dese opperrlakkeo moeten , 
teo aanzien der wjjse Tan beweging Tan de bescbrgrcnde Jijn, behoorlijk 
onderachciden worden. 

2. 



derhalre eyenwjjdig moeten loopen aan d* rigtTlekken der bcide poraboUiden , dat U ian 
de tnijding deter TUkken; raear ten de tntjdiog it A ook eTenwijdig) derhalte tou de 
witrde lijn ook evtnvijdig aatt A motten loopen , twee bejcbrrjteodo lijueo Tan het aelfde 
ateUel toudeu dan ptrallel tijo , helgeeo onmogtlyk la. Zelft ook Indien deae lijoen tot 
de Tttaehilieode atelaela behoorden , tou die erenwijdighaid Ten twee betohrijTtnde Irjuen 
eener peraboloide onmogel(jk weien. Tocr eene Hnwtakkigt kyptrioloidt heefl het roor- 
onderitelde plaate , maar aoodra dit opperrlak orergtat in eene paraioioxde, houdt hettelte 
op eeo gettottn opptrtlak te weaeo, en het etenwijdig «tjo ran twee betchrijTende lijnen 

De ttmaljfri* bereetigt deie uitkomat. Laai de eertte l^jn A intallen met de aa Tan x ; 
^emakahalte neme raeo bet Toorbeeld eener rtgtt Ctmaiit rao deo tweedeo graed , en 
ateile det A loodregt tij op het rigtrlak P, aoo U P teteoe het eoordineten-Tl.k y«. A 
heefl derhalre lot Tergelijkingen « = 0 en t r= 0. 
De Tergeliikingen ran de lijn B tijo y, =. a x, + » ; «, = c x 4 +■ ai. 
De Tergelijkiogen ran de lijn C atjtt y, = a'x, + ft ; x, = e'x, +- d . 

Hierdoor tel meo, met weiaige enoeite, Tinden, det de pa ratoiaidtm, welke A en B en 
A en G tot rigtlrjnen en bet Tltk y« tot rigtfUk hebben, oJlgedrnkt worden door de 
TexgetUki.cen 

> • x, *, + » «, = e x, y, + d y, 

• *t *» ■+ * *i = « '*» «i + *'th 

of wel door 

(a #, + •)«,= (e x, + «J) y, j 

(•'** + b) *, = (.' + «•)*, /•••i>- 

Ven moet *a *, = x, , y, = y, ,«,=«, «UlUn , eo ait dete Tergnlijkiageo tweeder 
eoordinaten achterrolgent elimineren , b. t. eeral « en dttrnt y of * , ora te terkrijgen de 
vcrgelijkingen der projectiSn Ttn de regie of kromme lijoeo, Tolgeot welke do beide pert- 
ukender tnijden. Men daeie de Tergelrjkingen («) op elktnder, too Terkrijgt 
requatie Tto dtn Torm p* 1 + ji + r = 0, welker twee bioomiaJ-factoreu 
x — m — 0 cn x — ri = 0 beteekenen, dei de projeetie der taijding r«n de partboloiden- 
op bet riak m y it eeo aleltel Ttn twee regte lijaeo, eTeowijdig loopende aan de a» tio y. 
x uit detelfde Tergelijkinge* («), too Terkrtjgt meo, nt herleidlog 
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2. Fooreertl : wanneer AB eo DC rigt/tjnen sgn, en dat men, 
overeoukomstig de gewone wgse (beteekend in $ 2) , de lijn A D , ran A 
naar B, on rau D naar C , orer deselre laat bewegen , zoodat de , in 
gelijke tijdsdeelen, doorgeloopene ruimten, of do van AB en DC afge- 
■nedene deelen , in bestendige reden sijn , sal er cene hyperbolische pa- 
raboloide voortgebragt wordcn; men ondcrschcide desclre ran de orerigo 
door de letter P. 

Ten anderen wordl er eene paraboloide voortgebragl, door BC en 
A D als rigtlijnen le bcschonwen , en de lijn A B orer deselre le bewe- 
gen, ran B naar C, on ran A naar D. Dese paraboloide is erenwol 
dezelfde als de parobotoide P, omdat slechts de rigthjnen rerwisseld sijn 
met de bescbrijrende Ignen , en de bescbrijrende lgnen met de rigtlgnen. 

S. . Ten derden verkrijgt men eene paraboioide, bebbcnde AC en 
BD lot rigtlijnen, wanneer de Ign AA orer detelre bewogen wordt van 
B naar D en ran A naar C. Zij dese de paraboloide n. 

Ten vierden. Bowegende orer AB en CD de lijn AC, overeenkom- 
stig bet gestelde en ontwikkelde in J 3 , ran A naar B en van C naar D, 

als- 



y { M-erf) y + (««-•«#)« } + * { (».-»c) y + (• « - «'*) * } = 0. 

Aqd deie aqnatie wordt roldttn door do aftonderttjke termen = 0 te ttelles, 
unen , beh*lvo y = o «a « = o, twoe Tergelykingen van den eerateo rjrttd , dil U 
vtrgtUjkinytn vam r*gt* lijn*n op bet vltk y« verkrfygt. 7.ij n" D door don 
der eodrdinaieo , on ttjn derhaive , mel de projeetieo op bet vlok * y , do projectieo 
twoe regte lijoen , evenwQdig atn hot rlak yi loopendo, en door do at van 
KoTendtoo U do lfln , hebbende y = 0 on * = 0 tot mquatio , do at vtn x talve, on dete 
ul eone dtri* tyn weseo, volgent wolke de beide paraboloiden olkander anQden; maar 
ook nergent andert babbon dote opperrUkk» oenij punt gemeeo. Wel li waar, dat , , 
indien t eo y beide = oo worden , ^oVdit jr oneindig it , do aiquatien («) ook voldaan / Jt^m/ig^- 
worden , en dai er altoo oeno vt*rd* lijn tou bettttn , op een oneindig grooton afttand 
eTenwijdig mo do eerale Ifjo k loopende; miar deto niet eindige oplotting km hior in 
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alsdan lal dexo parabololde met P dezelfde rigtlijnen bebben, maar zij 
tal dezelfde wczen aU de paraboloide n. 

4. Ten vijfden. Eene lijn AD, bewogen langs AC en BD, van 
A aaar C en Tan D naar B, sal eene parabo/oide n voortbrengeu , ge- 
heel onderscheiden sijnde van de paraboloiden P en n. 

Ten %e»den. Maar dese parabo/oide n wordt ook verkrcgco, door 
BC en AD als rigtlijnen aan te nemen , en orer dexclve ceno lijo BD 
te bewcgen Tan B naar C en ran D naar A. Dezo paraboloide n sal 
met P do lijneo BC en AD gemeen hebben, terwijl, eindclijk, de lgnen 
AC en BD gemeen zijn aan do parabo/otJm n en n. 

5. Allo dexe parabololden zyn, Iwee aan tweo, overeentlenanende 
parabolotdm, dat is sy hebbon desei/de rigtlijnm en verschillende rigt» 
vtakken, of, ten opsigle der wedcrkeerige bescbrijTcnde lijnen, verschi/- 
lende rigtlijnen maar een xel/de rigiviak, en zy snijden elkander volgent 
drte beschrijvende lijnen, Tao welko tot hot wcdcrkcerigo stelscl 

XJCIJUUll. 

6. Do parabo/oiden P en n snijden elkander Tolgens de lynen A fi 
en CD; do derde lyn, Tolgens welke sij elkander zullen snijden, moet 
tot het wederkecrigc slclsel ]>ehooren, cn derhahe eene beschrijTende lijn 
wezen, gaande OTer AB en CD. Zij moet tot beide de parabololden 
behooreo, en kan geene andero aijn dan die, welke de gelijknamige 
deelpnntea TinABenCD Tereenigt. Nn worden, toot d« parabololde 
P, de deelponten gcrekend Tan A naar B en ran D naar C, en, toot de 
parabolofde n, heeft de telting plaats Tan A naar B en van C naar D. 
WcahalTo do beido gclijknamigo deelpunlen van CD noodwendig mooten 
zamenvallen in bet midden F van CD; op deselfde wijse geldt dit voor 
AB; cn do gcmccnschappclijko wcdcrkcerigo bcschrijvende lyn van It en 

. s * P kan daarom geene andere wesen da^de lijn EF, welko het midden 
vas AB voreenigt mct hct midden van CD. 

7. ETeneens zal nu GH, welke bet nudden van AD met het roid- 
den van B C vereenigt, de derde lijn wesen, gemeen aan de beide para- 
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boioiden P en tt, welke elkander Tolgens de lgnen AD en BC snijden ; 
en dat de ljjn I K, gaande door het midden v«n AC on BD, is de derde 
•ngiijn der paraboioiden n en *, is reeds in de Torige $ beloogd. Daar 
nu £ F en G U overeenkomstige besckrijvende lijnen der paraboloiden n 
en ?i sgn, sullen zg elkander in eenig punt 0 Tan do lijn IK. snijden 
(5 3, ort. 9); boTentlien sul oicu, dc Jig. 8 vnorslcllende evcn als fig, 7, 
getuakkclijk bcloogcn, dat, uit de gclijkhcilcn, A G=GD en BH = CH; 
A B = B E en DF = CF; DI = BI en AK = CK, Tolgen moet 
EO = OF, 60 = OH, 10 = OK, gelgk dil ook Tolgt uit de be- 
kende eigenscbap, dat eenige besckrijvende iijn niet alleenlijk de rigt- 
lijnen, maar ooA de Tmlcrkecrige bcachrgTende Ignen in evenredige 
deeirn verdeelt. En uit bet ecnc eu aodere komt men tlerbalve tot het 
bosluit, dat Tan de Ignen, volgens welko de paraboioiden P, n en ji 
olkander, Iwee aan twee snijden, drit zuilen wezen de itjnen, tvelke 
door het middcn der drie paren tan overstaande zijden des scfieelen 
vierkoeke gaan ; dezo lijnen sullen clhander in ket zelfde punt anijden 
en tnidden door deelen ; do xes OTerige enijlijnen sullen die OTcrstaande 
syden selre sgn. Ook kan men seggen : » elke twee overetannde zijden 
n van ectt sclieeien vicrhoek, bencvens de iijn, tvelke hel ntidden van 
y> dte zijden vereenigt, maken de drie ttjnen mi/ , volgvns tveike de twte 
» onderscheidene paraboloiden, lubbcndc die zelfde zijden tot rigUijnen, 
» eikander nullcn siitjdcn% ,J (3) 

$ 7- 



(3) flel bewaieae geeft Mnleidlae> tol de naTolgende opcnerkingeo. 

1. Beecbouwi men de tyden m •ctaelta Tiechoek alt ttjada d« #*« riUm ttmtr 

•tellen , d»t dt drie lijntn, tetlie gmam dtor het middtn »au i» «itriUund* , niet in 
ceo ielfd« vUk gclegMc , ritien , eliandtr, iinnen dt pyrumidt , i» etn tntti punt 

4m inktmd tter puramidt itjo. Wut hei iwunepnai ligt in elk der •kkttt, *oo 
D K B , Gi.nda doot eenign tleta, »oo ali BD, aa Bm midden K vm d« •va» tM nd c ribbe. 

D 2 Het 
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S 7. 

Bijzondere overwegingen nopens de rigtingen en betrekkchjke standen 
der riglvlakken en der voorname assen van de drie hyperbolisctte 
parabolotden, welke de overttaande ztjden eent aeheelen vierhotk.s 
iot rigtlijnen hebben. 

1. Do Toornamo aasen eener parabololde loopen eTenwtjdig aan de 
doorsnijcling Tan de beide riglTlakken (§ 1, art. 7 en 12). Do parabo- 



Uet twaaitepnnt moet altoo het punt wmn, ean dU Tlakken (welker aanUl rfrte, of ook 
tt , U) gemeen ; dit pnat U hct punt 0. 

2. De Tlekke Tieihoek ABCD de projectie aijode tu den icheeleo Tierhoek.too beeft 
ook elke Tiakke Tierboek, «Ten al* «Ike teheeU Tierhoek, de eigenichap, dal dt tyntn, 
teetkt door ktt middtn dtr tmtntaandt sydtn tn dtr ieidt diagonaUn «m, elkemder 
in een enket punt y binnen den vitrhoek gtltgtn, sutlen doormijdtn. Door de elemeoteire 
MeelkuDil bewijit rnen dit ook uit de bekende eigenschip, dat de lijoen, welke de mid- 
denpunten der Tier tijden (of ook T»n twee orenuende tijden en der beide dUgonaUn) 
tereenigen, aitijd een paratUlegram Tormen. 

S. Breogt men, door elke tijde eeni icheelen Tierhoeki een TUk, erenwtjdbj aan de 
oTertUende tijde, aoo wordt er een paratitlopipedum gevormd {Jtg. 9), ni hetwelk dt 
diagtnaUn dtr stt sijtlakktn, de ttt syden Ttn den tekeele» nitrkatk tijo, of eok de 

pipedum gelegeD, kan gedicbt worden te oatsiaan door tan het parallelopipedum af te 
inijden vier pyramidcn AD«C ent., Tobjeoj TUkken, gamde door de tUt hoekpantvn 
A, B, C,D, dVt« «ia« drit genomen. Blke deter tU* pyrtmlden bet </e S**^ «• «Un 
inboud dei panllelopipedums lijnde, ial de pyrantide ABCD ktt */, gedttltt tan ktt 
paralUUpiptdum wettn. Door tniddel Ttn «Ut pereUelopipedum blijkt ook Urstood, dtt de 
Itjnen, gunde door het reldden der oTermande lijden dea Tierhoek», elkander in ee« 
enkel pant tnfjden, tijnde het middelpunt dei pereUelopipedum*. Rttttlet kteft dmarem, 
mti at pyramtat A d\j v, etn gemtentenapptttj» sttaariepunt. 
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lotdcn, wclke, io de Torige $, beteekend tijo door n eo n, hebbeo A B 
en CD, BC en AD tot rigUtjnen, en tot gemeenschappelijk rigtvlah, 
het tUk der lgoen AC en BD, dat wil teggen het ilak, aan hetwelk 
dexe lijnen eTenwydig loopen ($ 5, art. 1). AUe beschrijveode Ignen loo- 
pen eTeowijdig aan bet OTereeokomttige rigtTlak; derhalTe loopen AC, 
EF, BD (tie altijd Jig. 8), wclke besehrijvenilo lijnen tbd de paraboloide 
n ign, evcnwijdig oau hct gcmccnschappclijkc rigtvlak ~ran n en n, Des- 
gclijks loopon oan het zolfde rigtriak CTcnwijdig dc bcschrijvende lijnen 
BD, HG, CA Tan de parabololde n. Haar EF en GH liggen in eeo 
selfde Tlak; derhahe loopt het vlah der Itjnen GH en EF evenwtjdig 
aan het gemeeoachappelgk rigtTlak der paraboioiden n en n. 

2. Het wederkeerigo rigtTlak van n ia een Tlak, aan hetwelk AB 
cn CD eienwijdig loopen; derhalve loopt ook IK aan dit vlak evenwij- 
dig, TenniU IR, eTen toowel als AB en DC, eeno beichrijTende lijn ii 
Tan n, indien men AC en BD alt rigtlgnen aannierkt. Maar AB en 
CD rijn ook wedcrkccrigo beschrijvcnde lijnen Tan do paraboloide P; GH 
is eveneeos zoodanigo wedcrkcciige bcschrijvcnde lgn; ergo hebben n 
en P hettelfde wederkeerige rigtvlak, aan hetwelk IK. en ook GHcvcn- 
wijdig loopen. IK en GH liggen in een telfde rUk; het vlah der /»>- 
nen GH en IK loopt ahoo evenwijdig aan het wederkeerige rigtfUk 
woji n en van P; en daarom tal de a* der paraboloide n evenwijdig 
moeten loopen aan de tijn GH, zgnde de ljjn van anijding der twee 
vUkkeo GKHFenGIHK, welke aan de bcide rigtrUkken Tan n even- 
wijdig loopon. 

3. Op dezelfde wijte komt mcn tot hot bcsluit, dat de at van de 
paraboloide n evcnwtjdig moet loopcn aan de lijn EF, en die van de 
paraboloide P evenwijdig aan IK. No is GH de lyn, welke gaat door 
het midden van die twee OTerstaando xgden AD en BC det acheelen 
vierboeks, welke noch ala rigtlgnen, noch aU beschrgveode lijDOo der 
paraboloido n kunnen aangemcrkt wordeo, eo daarom oiet tot die para- 
boloide behooren. HeUelfde geldt ten aaoticD Tan de parabololden n en 

D 3 P; 
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P; en oit ilo roorgaande redenoringen roag mon dan bcsleiten tot hot 
navolgcndc thuoekhi. 

De voornamc as eencr /typerboimcAa patabolo<de, beschrcven over 
twec der overttaande vjdcn eent tcheelen vierkoekt , welkt vier noek- 
punlen, twee aan twee, vereenigd %yn door «* itjnen, /oopt cvenwijdig 
aan eene lijn, gaandc door kel midden Van die twce andere overttaande 
ujden, welke geene wederkeerige rigtltjnen van dezeifde paraboioide 
kunncn wezen, of welke niet in het opperviak van de%e paraboioide 
kunnen geiegen %ijn. 

Loodra de beido rigUjjnen en bot riglrlak eener byperbolische para- 
boloide gegeren sjjn, kan men onmiddehjk /wee, eonigiim Tenujdcrde, 
boschrijveude Ijjnen conitrueren ; men beefl daardoor een der scheelo 
vicrhockcn, wclko in bet oppcrvlak der [laraboloido gelcgcn lijn, on met 
dexehe ook de rigting der voornavie as, dat is da streek, naar welke 
dio voornamo a» gerigt i«. 

4. Wanneer mon door elko der %et lijnen, welke do vier hoek- 
punten oeno soheclen rierhoeks, iwee aan twee, rereenigen, een vlah 
laat gaan, erenwfldig aan do tegonoror gelegene Ijjn of zgde, onlstaat er 
een paralleiopipedum {fig. 9), ran belwelk de diaganalen der tem stj- 
vlakken instemmen met de zea itjnen of zijden van den schcelen vier- 
hoek, en welkt middelpunt tevent het puni it van doorsmjdintj der drie 
itjnen, gaande door Aet midden der oierstaande zijden van den vier- 
hoek (vorgclijk do noot op art. 7 § 6). Dit pnnt tou mcn hct middei- 
punt van den vierAoek kunnen noemcn. Vcrgclijkcndo nu do figuren 8 
on 9, zoo volgt uit bet borcn aangeroerde, en nit de eigonscbappen ran 
bet parallolopipedum : 1° dat drie aangrcmendc rtbben, waar ook ge- 
nome*, de rigtingen %ullen wemen, aan weike de voomame ateen der 
drie paraboloiden V, n en n (welke de drie paren ran orerslaande «jj- 
den des vierhoekt tot rigUynen kunnen bebben) evenwydig %uilen leo* 
pen. V. Dat eveneent de drie zijvlakken, gclcgen om ccn nelfdc hoek- 
punt van hei parallelopipedum, alt do dne ngtviakken van die para- 
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bolotden kunnen beschoutvd tvotden, lcrwyl clk van die rigtTlakken m 
eeo gemeenschappelijk rigtvlak, of ook een gcmcenschappelijk iveder- 
keerig rigtvlak, t«d <le drie paraboloidcn, twec aan tweo genoraen. 
S*. Dat de hoeken, iusschen drie aangrenzende ribben van het paraUe- 
lopipedum, zullen zijn de hoeken, toelke de assen der drie paraboloi~ 
den onderling maken, hcUij die aasen clkandcr snpden of niol. 4\ Dat 
de helften der standboeken, of der svpplementen van de alandhoeken 
tustchen drie aangrenzende zijviakken, twee aan twco genomcn, zullen 
«yn gehjk aan de hoeken, begrepen tusschen de asymploliscbe vlakken 
en de Toorname middenTlakken der paraboioiden. 5\ Eo dat derhalve 
de voorname middenvtakken evenutijdig %ullen loopen aan de viakAen , 
uielke de slandhoeken en de supplementen der standhoeken van dri* 
aangrenzende zijvlakken des parallelopipcdums midden door deelen. 

5. Het blijkt dcrbalve, op welke eenvoudigo wijie de betrckkelijke 
rigtiog der ribben en der zijvlakken Tan het bedoelde parallclopipcdum, 
in verband staat mct de betrekkelijke alelling en afmetingen der drio 
paraboloiden n, n en P. De conalruclio van dit parallelopipedum zal 
daardoor die belrekkchjke standen en afmetingen doen bekend worden. 
Daarna kunnen de gronden, in $ 4 ontwikkeld, tocgepast worden, om 
de volstrekto standcn co afmclingcn der onderwcrpelijke paraboloiden te 
bepalen. Overigens is de construotie van dit paral/elopipedum alleroen- 
voudigst ; mcn behoeft toch daarloe niet te conatrucren de bovengenoemde 
evonwijdigo vlakken, gaandc door de zijden van den scheelen vicrhoek ; 
want na hct middclpunt 0 des vierhoeks te bebben geconslrucerd, trekke 
men, door hcUelve, uit de hoekpunten A,B,C,D, lgnen A06, BOo, 
000», DOc men make Oi = OA, Oa = Ob\ en*. alsdan Terkrijgt 
men de vier punlen a,b,c,d, welke, met A,fi,C,D, de acht hoekpunten 
van het parallelopipedum sullen uilmaken, ens. — Om Terwarring van 
Hjnen te voorkomen, zjjn de uitgedrukle diagonalen A06 ens. in de 
figuur niot aangcwozen. 

6. Mon kan nu vragen, hoedanig do schccle vierhock moet afge- 

me- 
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meteo xijn, opdat de hoek, lusschen de assen van twee der paniboloi- 
den, een regte boek %ij? Iodien b. t. de hock der assen van de para- 
boloiden n cd ;i regt tal sijn, xal ook de hoek rfD6, tosschen deribben 
dD en D 6, aan de bedoelde auen efenwijdig loopendc, regt, en de aij- 
»lakken rfDAB, AaCc xullcn reglhoeken rooeten wezen. Dit beeft plaats, 
wanneer do OTorstaande en rerwisselende diagooalen BD en AC dezelfde 
lengte bebben. Na ijjn AC cn BD de gemeenschappelijke beacbrijvende 
lijnen of de gemecnschappelijke wederkeerige rigllijnen der parabolotden 
n en t; en mon sal derbalve, toot de andcre paren ran paraboloiden 
op dczelfde vtijzo redenerendc, rnogcn besluiteo : dat de assen van eenig 
paar der drie parabotoiden, welke de overstaande ujden eens scheelen 
vierhoeks tot rigtlijnen kunnen hebben, regthoekig op elkander gerigt 
zullen wezen, wanneer die twce overstaande zyden des ttierhoeks, wetke, 
hetirj als beschrgTende lijnen, beltrj als rigllijncn, aan beide de para- 
botoiden van het bedoelde paar gemeen sijn, dnelfde tengte hebben. 

7. Hieruit Tolgt terstond, dat de assen der drie parabototden ort- 
derling toodregt op elkander zul/en gerigt %ijn, wanneer elke twee 
overstaande wjden van den scheelen vierhoek dezelfde tengte hebben. 
Het OTereeokomstige parallelopipedum alsdan regt sijnde, sal desselfs mid- 
delpunt teTens bet middelpunt ran dcn omgescbreTen bol zijn. Om elken 
scheelen vierhoek kan altijd cen bol gcdacbt worden ; wanneer alzoo de 
overstaandc zijdeo Tan den schcelen Tierboek dcselfdo lengle hebben, 
alsdan %al het middelpunt van dien vierhoek tevens het middelpunt 
%ijn van den omgeschreven bot. Ook sullen nu de Ijjnen E F, G H, I K, 
welko door het middeo der overstaande sgden gaan, terens loodrcgt staan 
op de OTerstaatide zijvlakkco Tan het orereenkomstige parallclopipedum , en 
sij tullen daarom de korltle afstanden der genocmde orerstaaode sijden 
melen. Meo kan daarom seggcn : de assen der drie meergenoemde pa- 
raboloiden zutten onderling , onder regte hoeken, gerigt zijtt, waoocer 
zij of evenwijdig loopen aan de lijnen der korttte afttanden van de 
overttaande zijden det teheelen vierhoeks , of tcanneer die overttaande 

zy. 
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zijden, twee aan twee, dezelfde lengte hebben, of wanneer het mid- 
delpunt det vierhoekt invalt met het tniddelpunt de» omgetchreoen 
6oU , o/ ook oog, vranneer de lijnen, gaande door het midden der 
overttaande zijden, teoent zijn de korttte afttanden van die zijden. 

8. Ztjo er slechts twee paren van oreratoando sijdcn, welke dezelfde 
lcngtc hebben, soo bebben ook slcchli twee paren van de drie parabo- 
loiden (b. t. nen^, en P, en niel n en P) onderling loodregle assen ; 
maar hel flak, aan hetwelk de asaen van n en P, dat is vau hel derde 
paar, evenwijdig loopen, tal niellemin loodregt alaan op de as van de 
paraboloide tt, dat is van de derde parabololdc. 

9. Maar io geval de as vao eene der parabololden loodregt staat 
op het vlak, aan hclwclk de asseo der beide andere parabololden even- 
«ydig loopeo, alsdan staat ook eenige ribbe Dd (Jig 9) van bet, met 
den acheelen vierhoek overeenslemmende, parallelopipedum, loodregt op 
het vlak der beide andere aangrensende ribben Da, D6; derhalve siaan 
dan ook dc tijvlakken DfiBrf en DoArf loodregt op het derde aangreu- 
teude sijvlak D6Co; de rigtvlakkeo D&Drf, DoCo en DoArf, DoC6 
Tan de genoemde beido andere parabololdeo tullen, io dat geval, lood- 
regt op elkaoder alaan, en de paraboloiden aelve sullen regle Conoiden 
weien. Zijo de sijden Tan alle drie de paren even lang (wel te verslaan 
de tijden van elk paar, en niet allo de zijden sonder onderscbeid), soo 
worden ook alie drie do paraboloiden regte Conoiden (4). 

10. 



(4) fa gevel de dri* ttieo loodregt op elkinder Miu, ol wel, in het fjettl vna gelijk- 
beid der oTem»ande lijdea »»o elk peer, tel de driehoekige prreroide ABCO aier gtlijkt 
tn gtKjkiormdae syilakktn hebbea; beer swaetrttjnmt ul tevent k*t middtlpunt 
wan dtn omgttehrtrtn M tQn, dtt it ktt middtlpunt van awaartt aal inralltn mtt 
hct middclpunt dtr Jiguur. Mea tou eene toodtnige pyrsmiilr een hnlf regtlmattg 
wiirrlak kuaaen noemeo. De drie ttyden vea elk der sijvUbkea t\)o, in het elgemeen , 
oageHjk; noemt men deieWe a, * eo c, too sel nea, door middel Teobet ueroUebdipeduni 
DeCarfAcB, Tto betwelk de pjremide els het vrere de kera is, gemokkelijk riodeo, det 
de ioboud eener dutdtnige pjrtmide bepttld wordl door de foroule 
I=,' x 1/2(0*+**-*») (a*+c*-.*) (»»+e*-a»). 

EKRSTIKLASSK, HIKUWE v£RH. X DKIL. E 



Digitjzed by Google 



34 O. J, VKRD^M, MJDFUGB TOT DE MEKTK01CDIGI BESCU0UW1H4 

10. Wanneer er slecbts 46n paar van loodregte aasen bestaat, xoo 
ia dexa omstandigheid onvoldoende om te kunoeu bcsluiten, dat eene der 
overeenkorastige parabololden eene regle Conoide xal >yn. Daartoe wordt 
vercischt, dal de rigtvtakken dexer paraboloide loodregt op elkander staan. 
Dit heeft plaats, waunecr van het parallelopipcdum, dat met den scheelen 
▼ierhoek overeenstemt, twee der zijvlakken een regten boek vonnen, bet- 
gcen plaats kan hebbcn, zonder dat ccn dcr drio aangrenzcndc iijvlakken 
een reglhook is, en daarom ook xonder dat van twee der paraboloiden de 
assen een regten hoek vormen. Zooder de rigtvlakken der drie parabo- 
loiden onmiddelrjk te construeren, en de hoeken, welke xg, twee aan 
twee, maken, te bepalen, kan men ook, uit de rigtingen dcr kortste af- 
standen van de overstaande xijden eens scheclen vierhoeks, opmaken of 
&ne van die drie paraboloidcn eene regte conoide is. Want dit xal hot 
goval moeten xjjn, zoodra men bevindt, dat de rigtingen van twee oVer 
horttte afstanden regthoektg xijn, xonder dat xij elkander juist behoeveu 
te snijden. 

11. Het geval van twee rigtvlahken loodregt op het derde, zonder 
onderling een regten hoek te vormen, stemt overeen met het geval, dat 
van 6eoe der paraboloiden de as loodregt staat op het vlak, aan hetwelk 
de assen der boide andero paraboloidcu cvcnwijdig loopon, of wel, dat de 
as van die eerste regthoekig is gerigt op elke as van de beide andere, 
zondcr dat do tweo assen van dexe bcide andere regthoekig xjjo. In elk 
dexer gevallen zullen die twee andere paraboloiden regte conotden xfjn. 
Door eene nadere beschouwing van dit geval xal het ook blijken, dat de 
lijn, gaando door hct midden van die overstaande vjden des vierhoeks, 
welke als gemeenschappelrjko rigtlijnon van de beide eonoiden kunnen 
beschouwd worden, de horlste a/stand van die ztjden %al wexen, en 
dat de kortste afstanden van de twee overige paren van overstaande 
stjden regte hoeken tullen maken rnet dien eersten hortsten a/etand, en 
tevens denzetven, in twee afzonderlijke punien, autlen doorsnijden. 

12. Zjjn etndeljjk de x$den van den scheelen vierhoek alle even 

lang, 
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of ook, tgn de ac» lijnen, welke de vier hookpurilen, twee aan twee, 
vereenigcn, oven groot, alsdan wordt het OTereenslcmmcndc parallelopi- 
pedum ccn cubus ; do drichoekige pyraraidc, wclkcr hockpnnlen mct dic 
van deu schcclen vierhoek inalemmen, wordt een Telraedrum; de tei 
«rjden maken no, twee aan twee, gehjke hoekcn, en men tou den vicr- 
hoek een regeimatigen tcheelcn vierhoek knnnen noemen. De bol, welkc 
door de Tier hoekpnnlen gaat, u concentrisch mel den bol, gaande door 
het midden der tet tgden, en door die tgden aangeraakt wordende. De 
atsen der drie conoiden zullen, ala in art. 7, regthoekig %tjn, en het 
ial nader blijken, dat ai) zullen invallen mct de horttte aftlanden der 
overttaande zijden van den vierhoek, dat is met de lijnen, gaande door 
het midden dier overstaande tijden. Hieruil, en wegena de regclmatigheid 
des vierhoeks, zal men konnen bealuilcn, dat de drie ioppen van ge&egde 
zullen zamenvallen in het middelpunt dct vierhoekt, en dat 
regte conoiden gelgk en gelgkvormig »«//e» toezen. Het Tlak, 
door de beide asscn van twee deter conoiden, tal ket raakviak 
tijn Tan den top der derde eonofde, en de eerstgenoemde asscn %ijn 
tevens, in dat raakvlak, de tnijdingen der asymptotische vlakken van 
die derde regte conoide. 

13. De parallolopipeda, ovcreenkomcnde tnct de echeelc vicrhoeken, 
vrelko nu beschouwd ttju, waren het scheeve ongelijkzijdige, het regte 
ongelijhzijdige, en het regle gehjkztjdige ot ile cubus. Men zou nog 
knnnen vragen, onder welke Toorwaarden het parallelopipedum, cone 
rhomboide, dat ii een tcheef gelijkxijdig paraltelopipedum tou weten. 
Vau eene rhombolde trjn de tg>lakken ruiten of rkombi; de diagonalen 
deter zijvlakkcn snijdcn clkandor regthoekig, en, wanneer eok nog dete 
rkombi gelijk en gelgkvormig tgu, worden de diagonalen, wolke in alle 
de ics zrjvlakkcu, tegen ovor de gelijknamige hoekcn (scherpe of stompe) 
slaan, cven Jang. Gevolgclgk moet de scbeete viefhoek, in dit geval, 
een zoodanige weten, van welken de overstaande zrjdcn rcgthoekig ovor 
elkander xrjn gerigt, en brj de gelgkbeid der tgvlakken van de overeen- 
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koraslige rhoroboide, lal eene tijde van elk paar dezelfde lengte hebben 
als eene lijde »an elk der andere paren, aoodat de sommen der over~ 
siaande zijden geJtjk zijn. De atsen der drio parabolotden, tot dczcn 
laatoten vierhoek hehoorende, zullen ook gaan door een zelfde pnril en 
gelijke hoeken met elkander maken, eren 100 ab Toor den regelmatigen 
acheelen Tierhoek; maar Toor deien lallen gcicgclo boeken regt tgn, en 
de oTerttaande igden mllen niet alleenlijk regthoekig OTer elkaoder, 
doch ook midden OTer elkander, gerigt weien. Eindelijk ul men berin- 
den, dat de tijTlakken der pyramide, in de rhombokie beschreven, lijn 
vier gelijke en geiijkvormige gelijkbeenige driehoeken. 



S 8. 

Bepaling van de tvare ligging der assen en der toppen van de drie 
paraboloiden , ivelke het onderwerp der vorige beschouwingen 

1 k ^^^j^^/s- W l s^iJj^C^rt^f ^aT#^A^ 

1. Om de merkwaanligste bijzomlcrheden, aangaande de ware plaats 
der asscn en der toppen van de paraboloiden V, n en ji, te leeren ken- 
nen, behocft men slechls drie gevallen afionderlijk te oTerwegen. Deze 
gevallen lijn: 

a. fVanneer twee der assen regthoekig over elkander zijn ge- 
rigt. 

b. Wanneer twee der overetaande zijden van den scheelen 
vierhoek regthoekig over elkander liggen. 

c. fP*anneer iwee der rigtvlakken loodregt op elkaiuler staan, 
en de overeenkomstige paraboloide diensvoigens cerie regte 
conoSde is. 

2. 
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2. Men neme aan, dat de asseo der parabololdcn n en ;r regtboe- 
kig OTer eikander gerigt tgn, alsdan maken de lynen GH en EF (fig. 
9) een regien koek met elkander, en 0 6 B d is een regthoek. A B en 
GD tgn de rigtlijnen der paraboioide n, AD en BG die van :r, AG en 
BD de wederkeerige rigtlijnen van beide. Uet toppunt dcr cerste para- 
boloide ligt in de «ngding van twee beschrgvcnde lijnen, evcnwijdig loo- 
pendo aan twee Iguen, gelrokken, in elk der rigtvlakken D6Brf en 
D6Ca, loodregt op dertelrer dooranede ($ 4, art. 1, 2, 3). Daar nu 
Drf loodregt op D6 ilaal, xal de top van n gclegcn zijn in de beschrij- 
Tcude lijn, gaande over AB en CD, en evenwijdig loopende aan Da*. 
Dcze beschrijtcnde lijn kan geene andere wezen dao de iijn EF; ergo 
ligt de top van n ergons in de Ign EF. Om den top nader to bepalen, 
sou men dc beschrgvende lijn moeten constrneren, gaando over AC en 
BD, en evenwgdig loopende aan eene Ign, getrokken in het viak D6Ca 
loodregt op D6. Vermits D6Ca gten regthoek is, sal Da niet loodregt 
op D6 staan, en aangczien IR evenwijdig loopt aan Da, tal de gezochlo 
bcscbrijvende lijn verschillen van I K. Daarom sal het toppont der para- 
boloide uiet kunnen wezen bet middclpunt 0 dcs schcclon vierhoeks. De 
juistc kennis der plaats van dit loppnnt in de lijn EF, aan dcze of aan 
gcne sijdo van bet pnnt 0, is overigens van geen bijzonder belang. 

Op deselfde wijte blijkt, dat het toppttnt der paraboloide u ergens 
in[de lijn GH vtoet gelegen vjn, doch niet in bet punt 0; maar EF 
en GH liggen in een selfde vlak, en aan dezelve moelen de assen der 
paraboloiden n en n evenwgdig loopen; derhalve liggen ook deto assen 
in een zclfdo vlak, en wel in bet vlak der lijnen EF en GH. 

Men mag daaruit besluiten, dal, indien de assen van twee parabo- 
loiden, wclke over de sijden eens scheclen vierhoeks beschreven zijn, 
eene onderling regthoekige rigting hebben, dexelve gelegen wlten weten 
in ket viak der lijnen, gaande door htl middcn van die overstaande 
%ijden det vierhoelis, welke als afzonderlijke rigtlijnen dier parabolaiden 
dienen, terwijl de top van elke deser paraboloiden ergens in de over- 
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cenkomstige van genoemde lijnen tal moeten liggen. 

3, Indien twee der overafaande tgden des scbeelen vierhoeks, b. v. 
dc tijden AC en BD (Jig. 10) reglhoekig ovcr elkander gerigt tgo, 
zullon dc zijvlakkon D6Br/, aCch, van het ovcreenstemmcnde paraile- 
lopipcdum, ruiten of rhombi tijn. Van dozo zijvlakken toch tijn AC en 
BD de verwitselende diagonalen, en deie rcgtboekig over clkander lig- 
gende, tullen ook de betde diagonalen van elk dezer zijvlakken een 
regten hoek met elkander maken; ergo tgn deze zijvlakken rmten, en, 
trekkende, nit B en D, de Ignen BL en DR loodregt op de overttaandc 
ribben D6 en B6, zoo beeft men DL = BR. 

Men bcschouwe no wederom AB, CD en AD, BC ala rigthjnen vao 
do paraboioiden n en n t hebbende de bovengenocmdo ttjnen of zijden, 
AC on BD, tot wederheerige rigtltjnen, Het toppunt van n zal liggen 
in het doorsnydingspunt van die beschrijvendo tijnen, welke, over AB, 
GD en BD, AC gaande, evenwijdig loopcn aan de lijnen, gelrokken, oit 
ecnig punt van D6, in de rigtvlakken DaC6 en VbBd, Joodregt op 
D6; eeno deter bescbrgvcude lijnen zal diensvolgcnt evenwijdig raooten 
sijn aan de perpendicolair BL. Bveneens tal bet toppant van n Uggen 
moeten in eene beschrijvendo lijn, gaande over AD en BC, en evenwjj- 
dig loopende aan de pcrpendicalair DR. Dczc beschrijvende ttjncn wor- 
den derhalvo geconstrueerd, door, uit de punten L cn R lijncu LM, RS 
te trekken, gelegen in de vlakken DaC6 en 6CcB, en ovenwijdig loo» 
pcndo aan AB on AD, dal ii evenwijdig aan de diagonalen a b en bc; 
daarna nit H en S de Irjncn IMN evenwijdig aan BL en ST evenwijdig 
aan DR trekkende, zullen dete de bedoelde beachrgvende Ignen wczen. 
No heeft men in de aanwetige geljjkvormige driehoekeo, 
D6 : DL=DU: DM=iDC : DH en B6:BR=B V : BS= ±BC:BS ; 
daar nu D6 = B6 en DL = BR is, tal ook DC: DM = BC: BS tijn. 

Hieruit volgt dat MN en 8T avereenkomstige beschrijvendc lijnen 
zullen weten ($ 5, art. 7, 8 en 9), liggende in een telfde vlak, en 
plkander sngdende in eenig punt Q van de lijn IR, welke gaat door 
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faei midden van de orerstaande regthoekig gerigte sgden AC, BD vao 
deo acheelen rierhoek. Do toppen der gedachte parabololden liggen dan 
in bet rlak van die bescbrij?ende lijnen; maar dit vlak moet erenwijdig 
loopen aun hct gcmeenschappelrjk rigtvlak D ABrf dcr beidc paraboloiden , 
borendien moelen do asscn medo aan dit rigtvlak erenwgdig sgn ; der- 
halve liggen ook de asson in het rlak dier bcschrijTcndo lijnen. 

Twee der assen liggen gevolgcljjk niet alleenlijk in een telfde vlak, 
wanneer xij loodregt op elkander gerigt %ijn, maar ooA indien de beide 
gemeenschappelijke wederheerige rigtlijnen Tan de orereenkomstige pa- 
rabololden regthoehig over elkander liggen. 

4. b 66n der drie atandhoeken tusschen do aangrcnionde igrlakken 
tbu het paraltelopipedum regt, dat ia, maken Tan ei-ne dor drie para- 
bolotden do riglvlakken een regten hoeh, xoo ia die paraboloido eene 
regle conovJe. Het toppunt ligt nn in do snijding van die twee bcschrij- 
Tcnde lijnen, welke loodregt op de wederkcerige rigtTlakken ataan. Zjjn 
derbalre D6B</ (Jlg. 9) en DaC6 do rigtTlakken, soo moet de topder 
conoide liggeo op dio beschrijveudo lijn van AB en CD, welke loodregt 
op het rigtrlak D«C6 ataat. ETeoeena moet defelre top liggen in do 
beachrgvende lijn, gaande OTer AC en BD, en loodregt ataande op het 
rigtilak D6B<t*. Maar dio bcschrijTcnde Ignen sgn, door dien loodrcgtcn 
stand, de korlste atstanden der rigtlijnen AB, CD en AC, BD; derhalve 
aal de top der conoide in het enijpunt dezer lijnen yeleyen wexen, 
want, als wederkeerige beschrijvende /ijnen t<an dczoifde paraboloitle, 
zulten sij elkander ttellig snijden. 

5. Mcn zal nn konoen nagaau, wat cr gebcuron moet, indien de 
as Tan eene der paraboloTden, b. t. Tan n, loodregt ia gerigt op de rig- 
tiogen der assen van de beide andere parabololden n en P, zonder dat 
van deze laaiste de rigtingen een regttn hoeh mahen. In dit geval tijn 
n en P regte conoiden ($ 7, art. 9), en hetzelve Tersehilt niet van het 
gcval, in betwelk twee der zijvlakken Tan bet overeenkomstigo paratte- 
lopipedum, b.v. D6B.rf en Hakd loodregt staan op het derde D«C6. 
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Do top der conoido n moel nu liggeo in de doorinijdiug van de lijoeti 
der korlsto afstanden ran AB, CD en AC, BD. Maar de korlsto afstand 
«ler eerste rigUijnen valt hier in mot de lijn EF, Terceaigcndc bcl midden 
ran AB met het midden van CD. DerhaUe ligt de top van n ergens 
op de lijn EF. Ereneens ligt de top der conolde P in de doorsnijding 
der korlslc afstanden Tan A B, CD cn AD, BC, en daarom ook crgens 
op de Ign EF. Wanncer al%oo ttoee der paraboloklen conolden %*jn, 
%ullen detzeher toppen ergens gclegen wezcn op de lijn, gaande door 
het midden der gemeenschappeltjke rigtltjnen van de beide regte conoi- 
dcn, en derhalve ook door het middclptmi van den scheelen vierhoek. 
Maar nu tai ook de lop ven de dcrdo parabolaide, welko gcenc rcgtc 
conoide is, vailen in het ntiddelpunt O det vierhoeks, en hare as tal 
juist geriijt wezen lengs de %oo even genoemde ttjn, welke door het 
midden der gemeensc/iappe/ijke rigthjnen van de beide regte conoiden 
gaat. Want omdat de asaen Tan n en n loodrcgt op elkander gerigt 
sjjo, sal, Tolgena art. 2, de top van w ergens in de Ijjo GH, gaandel 
door het midden ran hare rigtlijnen AD en BC, moeten liggon. Ttoot) 
deselfde gronden zal dezo top ook moetcn liggen crgens in de lijn 1K,^ 
gaande door het middoo vao de wederkeerige rtgtlijoeo AC en BD, om- 
dat ook do a&sen ran tt en P ceno loodrcgto rigting hebben. DerhalTe 
ligt die top in het «iiijpunt 0 van die middellijnca, datis tn hct centrum 
van den scheeien vierhoek, en daar de as vao n ereowijdig moot sija 
aan EF ($ 7, art, 3), sal sij met EF moeten invallen. 

6. Hoeieer de toppen der paraboloiden en der beide regte conoSden, 
in hel Toorgaande arlikel OTerwogen, op detelfde regle lijn EF, gaf .idr 
door het middelpunt 0, sijn gelegrn, too tgo detelre niellemin ondrr- 
tcheiden. Noglans kunnen twee Tan dete drie loppeu, eo wel die der 
beide regte conoiden, tnmenTallen, en dil tal het geval sijo, wannecr 
het derde zijvlak DbCa ccne ruil is. Want in art. 3 is beloogd, dat 
alsdan de assen Tan die twee parabololden, welke AB en C D lol gemeen- 
tchappelijke rigtlijncn, of ook tot gemocnscbappclijke wederkeerige rigtlgnen, 

beb- 



Digitized by Google 



DE niPERBOLISCUE TAR ABOLOiDF.. 



41 



hobben, io eeo selfde vlak tullen liggen. Die beiile Paraboloiden tgn 
nier de regte conoiden tleoP; Tan dete liggen derhalve do assen in 
een tclfile vlak ; maar clkc dertclve moct ook do lijn E F snijdcn (art. 5) ; 
ergo gaan tij door hetselfde pant Tan E F, dat is, volgons bct voorgaande, 
die beide conoiden zullen een gemeenschajtptlijk toppunt hebben, 

7. Is het derde lijvlak mede regthockig, too als de bcidc andere, 
alsdan tijn de drie paren van assen en van rigtvlahhcn onderling lood- 
regt, en de parabololden sullen alle regte conoiden tijn. De as van clko 
deier conolden nn loodregt gerigt sijnde op die dcr bcide anderc, tal, toU 
gens art 5, door hel middelpont 0 Tan den vierboek moelon gaan, en 
de top der conolde sal Tan dit pant 0 niet ondcrscheidcn weson. De 
loppm der conoiden gaan derhalve door hetze/fde punl O, tijndc het 
middelpunt van den tcheelen vierhoek, en Aare assen zullen juisl gerigt 
weien langs de drie Itjncn, welke door het midden dcr overslaande 
%ijden van den scheelen vierhoek gaan. 

8. De uilkonul, in art. 7 uilgedrnkt, heeft plaats, wanneer de over- 
•taande sjjden Tan den scheelen vierhoek, twee aan twcc, cvcn lang sijn, 
dat i* wanneer hot OTereenkoroslige parallelopipedum regt is. Zijn die 
OTerslaande sijden bovendien loodregl ovcr clkandcr gcrigt, dat is, hcb- 
bon alle de tij<lcn van den vierhoek detclfde lengtc, toodat ilan ook het 
oTereenkomslige parallelopipedom eeu cubus is, aUdan vcrandcrt die uit- 
komst niet. De drie conoiden zullen ook een gemeenschappelijk toppunt 
hebben, en onderling loodregt gerigte assen, maar daarbij komt nog de 
gelijkheid ran derselver parameiers, want uilhoofdo van de regelmatig- 
heid dcs vicrhoeks kan de grootte van <£cno der conoTdcn irict vorschillcn 
van die der beide andere; sij moelen onderling gelijk en yelijkvormig 
weten. 

9. Wanneer de overslaando sijden des scheelen vierhoeks regthoc- 
kig over elkander liggcn, en dat daarduor hot ovoreenalemmendc paral- 
lelopipedum is eene rhomboide, alsdan Tolgt uit het bcwetcno in art. 3, 
dat de assen der parabololden, twee aan Iwee, in een telfdo vlak sullcu 
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moeten liggcn. Do rigtingcn dier asson sullca diensvolgcns moclcn in- 
ratlen mct do drie doorsnijdingen T»n die vlakkon. Cevolijelijk gaan, in 
dit gCTa), dc drie assen door een nelfde punt. De dric loppen vallen 
echler niet zamcn, maar liggen, op dio aascn, in do doonnijdingen Tan 
detclro mct de Tlakken, welke de betcbrijTondo lijnen, erenwijdig loo- 
pende aan dc snijdingcn ran Tlakken, loodregt gaande door de rigtvlak- 
kcn, bovatlcn. Zijn boTendien de «ommen der OTcrstaande aijdcn gclijk, 
100 worden de hoeken tutschen dc assen, of Iwee dertelvc en het sop- 
plemcnt Tan dcn dcrden, even groot , en mcn kan bieruit gemakkclijk 
aflciden, dat de lijn, vercenigende hct snijjjunl der assen cn het middel- 
punt des vicrhoeks, de diagonaal %al we*en van eene rhomhoule, gelijk- 
vormig aan de bovengenoemde, en de riqlingen der assen tot rigtingen 
van drie aangrenzende ribben hebbende. Eindclyk zullen de drie para- 
boloiden gelijk en gelijkvormig %ijn. Naarmate dete rhomboide mccr of 
mintlcr schcrp is, tullen de toppen der parabololden meer sA minder 
Tcrwijderd tijn ran bet doorsnijdingspunt der acsen, en ty tullen in dat 
doorsn:j'iingspunt tamenrallen, wanneer do boeken tu&schcn do ribbcn 
rcgt wordcn ; te gelijker ijjd Termindert het Terschil tusschcn de bcidc 
parameters Tan elko der parabololden, en bjj den orergang Tan do rhom- 
boide tot dcn cubus, dat is, bij het gelijk worden Tan allo de ttjden des 
schcclen ricrhocks, wordt ook dat Terscbil gclijk nul, en de paraboloiden 
gaan orer in regle conoidcn. (tie nader arU II Tan do Tolgendo $). 

10. Do plaats der toppunlen cn de ware ligging der assen Tan de 
paraboloidcn tijn in de Toorgaande beschouwingen slechts aangewezen, 
Toor too Tcrro dczelre merkwaanlig waren en onveranderlijk Toor elken 
schcelcn vierhock Tan dctelfdo soort. Wilde men die ioppen en dic 
assen bcpalcn, van welke gecne bepaalile mclding i» gemuakt gcworden, 
ahrian zou men daartoe het Toorschrift Tan $ 4 raoclen Tolgen. 

11. Hct is ook, ingcvolge het Toorgaandc, gemakkelijk in te tieo, 
dat, wanneer noch do overslaando tijden ?an een scheelen vierhoek do- 
telfdo lengto hcbben, noch regthoekig orer elkander liggen, nooh dat 
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twee der rignlakken loodrcgt op clkaodcr slaan, alsdan ook gecno der 
paraboloiden eooe regte coneide tal kunoen weien, nooh mot ceno dcr 
twco andero con gcmcenschappclijLeu lop ul kunnen hebbeo, nocb ook 
dat, van tweo derxelve, de asscn elkaodcr lullen kuuoen snijdcu. De 
plaats Tan de loppcn, de ware liggiog der assen (hocioor de betrckke- 
lijke riglingen, als evenwijdig aan de lijnen, vereeuigendo bct naidden dcr 
aijdcn des vierhoeks, bepaald aijn) en de afjnelingcn dcr para- 
tijo aJsdan mindcr merkwaardig, en veranderon met olke an- 
dere afmeling en gedaante van den scheclen Tierboek. 



S 9. 

Sepaiing vam de betrtkketijk* grootte der parumeters va* de drie pm- 



1. De ware grootto dor parameters van elko der paraboloiden P, 
n cn jt, wordt eenvoudigst door de bescknjvende JUeetkunst bcpaald, en 
de constroclie is in J 4 nangewcicn. De bctrekkclijko groolto cchter 
kan korter bepaald en juisier aangcwoicn worden door bereketitng. 
Daarloe behoeve men slcchts te loeken de waarde van de twcede magt 
der trigonometriscke tangen* van den kalven slandkoek der riatvlakken 
van clke der parabololden ; want dic waarde drukt le»cns do verhouding 
p 

(usachen do beido paramelers pcnj/dcr iclfdo paraboloulo uil (§ 4, art. 

4). Eene aanwijting van do grondcn, en van do bclangrijksle nilkom- 
sten dier berekcning, zal dcio vcrhandcling bcsluilcn. 

2. Men ncme de navolgende nolalicn aan, (zio fig. 9). 

AB = a ; CD = «, ; AD = b , BC = 4, ;BD =c , AC«c,. 

F 2 De 
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Do AoeA der OTerslaande zjjden a eo a, , dit ii de AeeA(a,a,) t(j 
= «; en evcneens de hoek (6,6,) = 0, en hoeh (c,ci) — » /. 

Mcn noeme de paraboloide, hebbende tot rigthjncn a en a, of 6 en 
6, , P- 

Zoo ook aVe, welker rigtlijnen sgn « cn a, of c cn c, n ; en die, 
wolke b cn 6, of c en c, tot rigtlijnen heeft, w. 

De AoeA, tusschen de assen der paraboloidcn P en n wordo uilge- 
drakt door (P, n) en die, tosschen de asscn Tan P en ji, en ran n en n, 
door (P, jt) en (n, n). 

Eindelijk drukko men de standhaeken der riglvtakken Tan do drie 
parabolofden ccnvoudiglijk uit door de OTereenkomstigo geacccntucerde 
lelters (P') , (n ) en (n'). 

3. Do scbeelo Ticrhoek is geheel en al bepaald, wanncer de afstan. 
den tusschen desiclfs hoekpunten gegeren zijn, dat is, wannecr gcgeven 
sijn a , a, ; 6 , 6, ; c , c,. Men kent hierdoor alle do diagonalen der 
zijvlakken Tan het oTerccnslemmende parallclopipcdum. De hoeken tus- 
schcn deze diagonalen zullcn wesen de hoeken «, ff, y, en indien men 
aannecmt, dat a is de kleinsln en c» de grootstc der zijden, soodat men 
teTens hebbe a<a, <6 <6, <c<c,, sal mcn gemakkelrjk vinden. 

c i + Ci » _ (»1 + »,*) 
Cot. * — 

' 8 a a t 
«'+ c,»- (•»+•,») 

Cos.p = ; 

8 »*, 

»* + »,» - (•» + •,») 

Cos. y = . 

4. Hierdoor Tindt men dq hoekon tusscben de sijden der zyvlakkcn 
Tan het oreiccnslerninende parallelopipcdum, dat is do hoeken tuucboo 
drie aangrcnzcndo rihhcn, en deso zijn gelijk aan dc hoeken iusschen de 
assen dcr paraboldtden. Do uilkomsten deier berekeoiog sgo: 

Sin. 
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A«..D»-.5&,.(P.n)= .iCb..(P.n)= 

^{(•^•.^.'«.'Ci.»») !/{(«»+a,«)»-4a»a,«C...»«}. 

«St ». aDrf= (P, :t) = <W " ,/? ; Cos. (P, *) - — --^ -' 

V{(**+*,') , -4*'» 1 'C...' > ?} l/{(*»+V)«-4*«VC».'/9}' 

&-it.4Drf=&».(n, a )= • y, " ,y -;Cb*. (n,*)- 



1 /{(c»+c,')'_4«»c,'Cw.« /} •/£(,»+,,.)• —4 e* «,' C«.'y}. 

Bij welke bcrekcning ilo hockcn x, 0, 7 Toorondersteld tijn lc we- 
do schcrpe hockcn tu?schcn do diagonalcn dor lijflakkcn. Hiermcde 
oTcrecnkomstig zou dan de hock (P, 71) slom|t lijn, omdat de leller 
(4* — Ai 1 ) dcr vvaardc Tan Cos. (P, ncgatief is, uithoofdo Tan 6, ^ 6. 

5. Mcn kan nu, in hct hockpunt D, ccu bol plaaltcn, hcbbcnde 
de eenhcid lol radius. Daardoor lal er cen boliormigc drichoek lie- 
slaan, Ticlks tijden lullon wczen de, in art. 4 berckendc, hoekcn, en 
wclks hoekcn nict Tcrschillcn Tan (P), (n), (V). Mct bcbulp Tan be- 
kende thcorcmata of formulcn dcr Sphcriscbe Trigonometrio cal mcn dan 
eindehjk Tcrkrijgen 

"»g- S (i;- Pt - ^ (n>:l) _ Cott {(P>n) + (Pfll) j 

r ,,/„*__?. Co< - ^ P »") ("'")) ~ C ° S - (*'") 
/«„0. T( n; - Cm (P)7) Cw {(p n) + (n ^ )} 

,,,.._£_ Co*. ((P,*) - (n,n)> - Co*. (n,P) 

Tang. ?{*)- pj - ^ (p>n) _ cW< { (p>:f) + (n>:i)> 

In deze formulo tijn de paramctcrs Tan elke parabololde bcteekcnd 
door de lellers />,, p\ ; p it p',; p,, ;»',. Mct bebulp ran dczclTe, en 
Tan dio der bcide Torigo artikels, worden nu geTonden do mccr bijzon- 
dere betrckkingcn tusschen de grootle dezer paramcters, in de naTol- 
gcndo bijzoiidcre gCTallen. 

U. 

F 3 
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6. I Geval. Wanneor twce der ovcrslaando zijden ran den schee- 
)en fierhoek gelijk zijn, LijT. a cn a x zoo Uggen de assen der parabo- 
lolden P en n t» een %elfde vlak en maken een regten hotk raet 
elkaudor (§ 8, arl. 2 en § 7, arl. 6). Men hecft alsdan 

Pi Sin.{?,n)-C;.(n,x) p\ Sim.[n, 7i)-C«i.{f ,7i) » Co».[(n.:i)-(P.n)] 

p7 ~ «».(P,T)+c#i.(n,n)' $h ~~ si».{n,n)-c<».{t,Tj)' p, c«.[(n, n )+(P,7»)]' 

Mcn iou bierin <le waartlen Tan Sin. (P, n) enz. in art. 4 geTon- 
den, kunnen substiluercn, maar de daaruit Toorlkomende zamengcslelde 
formule doet gccne bclangryke bijzonderhcdcn kennen. Hct eenige be- 
langrijke der uitkorast, bcsloat in do symmetrische wrjte, waarop de ver- 
houding ilcr paramclcrs van clko dcr paraboloidcn P cn n gCTondeu 
wnrdt door do hoeken, welke haro aiscu met die Tan do dcrde parabo- 
Ioide makon. 

7. II Getal. Wanneer tireo der orerslaaode zijdcn roglhoekig 
oTer elkander liggcn, zoodat b. t. hoek K = 90* i», alsdan zullen (§ 8, 
art. 3) de assen der beide paraboloiden P en n in een %elfde vlak ge- 
legen ztjn, %onder noqtans reqlhoekiq te wcieu. Dc bctrckkingen tus- 
■cbon do paramclers zullcn minder eenroudig tjjn dan in hel Toorgaande 
geTal ; roaar slclt mcn borcndicn a = a, (als waarhrj ecn der zrjvlakken 
van het OTcrcenslcmmendo parallelopipcrlum een vierkant zal worden), 
alsdan dieneu dezclfde formulen ran het I Getal, wclko nu, na de sub- 
■litulie Tan do waarden Sin. (P,sr), Cos. (n»"") onz. eenigzins eenToudi- 
ger, doch OTcrigens nict mcrkwaardigcr worden. 

8. III Gkval. Tu/ee der riqtvlakken loodregt op etkander staande, 
b. t. do riglrlakken van P, xoo is deze paraboloido eene reqle conokU. 
De driehoek, door welko do belrckkingen tusschen de paramelera van de 
twee andere paraboloidcn, in arl. 5, opgemaakt zijn en moeten worden, 
is alsdan regthoekig. Men zal lusscben de hocken, wclko de tissen dcr 
drie paraboloiden met elkander maken, de bekende botrekking hebben : 

Cos. (n,x) — Cos. (P,n). Cos. (P.jr), 



Digitized by Google 

i 



»' d' 

roct dezo lullcn do waarden Tan — , — , uilgodrukt in art. S.eenig- 

Pi Pi 

orcenvoudigd wertlen. Erenwel leidt dezo TcreenToudiging 
tot eeno belangrijke uilkomst. 
9. IV Gital. Latcn er twee paren van orcrslaando zijdcn gclyk 
i, b. t. a = «, en b = 6, alsdan ztjn do parabololden n cn r 
reijl» conoiden ; de as van P is gerigt volgens het midden van c cn c,, 
en %y staai loodregt op elke der assen van n cn rr, terwijl hare top 
in Aet middelpunt des scheelen vierhoeks zal gelegen tvcien ($ 7, art. 
8 en 9, en % 8, art. 5). Men zal nu klaarbljjkelijk hebben : 

Tang.* i (P) = 7^.» I (n.sr); 

dat is £i _ ^ 5m.» j. (n.Tr) 1 _ gp/. (n, n) 
* " J», ~ 2 Cos. 1 \ (n,n) ~ 1 + Co*. (n, w )' 

Subsliluercnde de waarde Tan Cos. (n, sr) uit arl, 4, en daarin da 
waardo Tan Cos, 1 y, uit arl. 3, zoo wordt 

j_ f{16 (c* + q*)* — 4 (6 — a 1 )»} — 4 (c,«— c») 
~ /^{10 (c 1 + d»)* — 4 (A 1 — a 1 )* j — 4 (c, 1 -**)' 

Dcze belrckking is merkwaardiger, indion a — b is, want tij gaat 

_. , , _ -_, _ _, __ .... „, 



e«ie« scheelen vicrhoek, wclke, /_e aan/_«,overstaandeiijden 
tgn, eene gelijke lengte hcbben, sulicn twee dcr ooerecnkomstigQ para- 
boloiden regte conoiden wmen, en dc belrekking iusschcn de quadraten 
der twee overige zijden des vierhocks zal de belrekking (nsschen ds 
parametera van de derde paraboloide uitdrukken. 

10. Warc, in cen andcr gcral, a — ,6 = 6, en y — 90°, dat 
is c toodregt gerigt over c, , alsdan zou men ovonccns vindcn' 

P I C 
Pt V 
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Io dil geval bcbben do beide regte conoiden n cn n ecn gcmeenschap- 
pehjkcn iop (§ 8, art. 6), en hare assen liggcn in een %elfde vlak. 
Maar dit geval kan niet onderscheiden wezen van hcl laatsle, in art. 9 
aangcvocrde; want mcn orcrrccdt lich liglelyk, dat, al» van een paralle- 
lopipeduin tweo der zijvlakkcn rcglhocken zijn («=«, en en 
hel derdc ccne ruit ia ( y — 90°), alsdan die regihoeken gelijke bases 
en hoogten tnoelen kebben, en dicnvolgcns ook even grooie diagonalen, 
dal is 0 = «, — - b — /j t . Hen kan hicruit ook besluilen, dal, als van 
een scheelen vierhoek vier ztjden, twee aan twee over elkander staamle, 
dcze/fde letigle hebben, de twco overige zijden regthoekig over elkander 
gerigt zullen wczen ; en omgekecrd, wannecr van een schee/en vierhoek 
Ivtco ovenlaando ztjden rcglhoekig over elkander /iggen, en dai debeide 
overstaande zijden van elk der twec anderc paren even lang zijn, ook 
alle de vier zijden van deze twee andere parcn ondcrling eene gelijke 
lengle zullen hebben. 

II. V GevaL. Wanneer de overstaande sijden a en a, en b, b, 
regtbockig ovcr clkander liggen, heeft men « — 90* en /3 = 90°; 
twee der aangrenzendc zijvlakken zullen nu ruiten wezen, en daar dit 
niet mogclijk is, zonder dat ook het dcrdo zijvlak ceno ruit zij, zoo moet, 
als « = 90' en /3=90° is, ook y = 90* zijn. Wannecr dcze voorwaar- 
den dc ecnige zijn, zoo verkrijgl men voor de betrekkingcn der parame- 
ters van de dric onderscheidcne parabololden, drio vcrschillonde, doch 
symelrieko uitdrukkingen, wclke evcnwel ingewikkcld zijn, en tot geenc 
belaogrijke gevolglrekkingen aanlciding gevcn. Naar btjaldicn de drie 
aangronzendc tijvlakken van do overccnkomslige rhomboide, geJtjke en 
ge/tjkvormige ruilen zijn, zal men bovcndien hcbbcn 6_c — a en b, 
= c, —a t , en de vcrhouiling dcr pararaoters zal na ailgcdrukt wor- 
den door de formulcn 

■ 

p, p t ~ 2a~~> +(V_ a ') ' p~~ ~ 2a»— («,»-«»)" 
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Mcn besluit hicruit (hctgeen io § 8, art. U reeds ia opgemerkl, doch 
aiet regUtreeks bcwozen) dat de drie paraboloiJcn P, n cn n gelijk en 
gelijkoormig zullen wesen, maar dat de paraboloide n> ten opzigte 
van de paradoloiden P en t, in eene omgckecrdo slclliog zal geplaatst . 
%tjn. BoTendien blijkt uil do forroulen Tan art. 4, dat, Toor * = /3 = y 
= 90'; a = 6 = c; a, =6, = <?,, de hoeken tusschen de assen der 
paraboloiden n en P, n en n gelijk %ijn, maar dat dc hoek, tuMchen 
de asseu van P en t, het supplement der beide andere is. Gevolgelijk 
is ds parabo/oide, welke %ich, mot bctrekking tot de bcide anderen, in 
eene omgekeerdo stelling bcvindt, tevens die, welker as met de assen 
der beide andere paraboloiden gelijke hoeken maakt. 

12. VI Gbtal. Wanneer alle de orerstaande zijden, twee aan 
twee, of ook alle ondcrting, geljjk zijn, sullen do drio paraboloidcn 
regte conoiden wezen, hebbende het centrum van den scheelen vierhoek 
tot gemeenschappetijk toppunt. Iu bet tweede der opgcnoemde gerallen 
sullen borendien de drie regle conoidcn gelijk en gelijkvormig, en ook 
eveneent geplaatst, %ijn, Uel OTereenstemmonde parallelopipedum, in bet 
ecrste geTal eoo reglhoekig doch ongelijkzijdig parallelopipedum zynde, 
tal, iu het twecde geral, gelijkzijdig, en alsoo ccn cubus, wctcn, en do 
im tijdeo Tan den regclmatigen scheelen Tierhoek zullon de zes ribben 
van een tetraedrum of rcgelmatig viervlak Tormen. Dcze omsUndigheid 
geeft aanlciding, om de volttrekte groolle der parameters van de conoi- 
den, door zcer eenvoudigo berekcning, to bepalen. 

13. Want laat ABGD, (fig. 11) oen tetraedrum roorstellcn. Vcr- 
cenigcnde het midden F Tan eenige ribbe AG mct het midden G dcr tc- 
gciioTerslaando ribbe B D, zoo is FG dc rigting der Toornamo middcllijn 
of as Tan etne dcr drie regte comiden (§ 7, art. 12 cn § 8,ar«. 7enS|. 
Het midden O Tan de lijn FG is het centrum vau dcn om- en ingc- 
schreven bol, en dcrhalTc ook hcl centrum Tan den schoelen vierhock, 
dat is het gemeenschappelijke toppunt der drio conoufcn. Do conoide, 
neiko FG tot as hecft, tal AD cn BC of AB cn CD tot rigtlijnrn heb- 
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bcn. C eo A sijo derbalve panten van dese conoidc, tuaar het snn te- 
tods punlen, gelegen in een <ier Toornamo middenriakkcn ran doconolde. 
Want trekkende BZ, in het Tlak der basis ABD, evenwgdig aan AD, 
- en DZ eTenwjjdig aan AB, en laleode door BG en BZ, «Istnedo door 
CD en DZ, Tlakkcn gaao, ioo heeft meo de beide rigtvlakken der be> 
doelde conoide. Het rlak, deelcndo dou slandboek dezer Hgtvlakken 
raidden door, tal, omdat ABZD een rhombos i», doer de lijn A6Z, eo 
daarom ook door AC gaan: maar zoodanig vlbk is een dcr Toorname 
middcnvlakken j ergo is het rlak AGG heL middeuvlak, en de puoten A 
en C liggen in helzelve. Bren too liggeo de punten B en D in het 
tweede Toorname middenTlak der conolde. ¥an eeoe der parabalinAe 
rigtltjnen Tan de conoide 1, art. 2) i» dieoToIgeos 0 de top; FO is 
een gedeelte der Toorname midddljjn of a»; en A,C lijn twee punten 
van die rigtlgn, beboorende tot deselfde absct» OF. Daarosn is> do p«- 
rameter p = CF* :OF. ltoemende de ribbe ran bet telraedrum a, too 
is CF==|<s, on voor OF Ttodt men £FG =a £-.|a (/, ; weshelre p — 
yOl/j = de regthoektzijde van den gehjkbtenigen reythuekigen drie- 

brandpunt ligt op de hetft ran OF, dat is op | van FG, en van de 
tegengesteldo of wederkeerige parabohsche rigtlijn sal het bwodpunt op 
de htlft rao OG gelcgeu sgn. (5) 

14. 



(.1) \V»nneer mea <le drie re?(o cvnoVdcK ia het letraedram betehreTen denkt, teo be- 

raeiyke ruinitto, welko tot deo ligchirnelgken inhoud t»o bet tetrtedrum leer eeoToudige 
betrokkingcn hebben. Het de opperylikkeo, T»n dme ctnoidtn «fgeineden door de twee 
perea T»n oTenttande ribben, welke »ls rigtlrjaea der ooooidea kunaea Magemerkt wor- 
deo, U dlt geeoeiin» het ger»!) de vUftunte iohoudon deier opperrl»kken hebben, totden 

la het «lgerneeo kuaoea de inhouden deter opperyUkkeo niet bep»»ld worden, d»n door 
middel Ttn reekeea, o( met behaJp tio eliiptitche /mnttitn. Meer de bedoelde ligcheme- 
Irjke inbouden l.leo iloh auuwkeurlg btpeiea, eok moder bet e^breik der diSeremkeUea 
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14. isene soortgenjke ecnToucngo uitkomst nestaat ktaarblijKclijk 
niet, wanneer de kijdeti van den tcbeelen tierhock, bocieor twrt aaro 
twee gclijk, nogtans onderling ntef gelfjk syn. Etenwel 19 de bereke- 
ning ran de volstrektc grootte der parameters tan de drie eonoidcn, 
welke, in dit getal, t-oortgebragt worden, mede eentoudig. Daartoe moet 

men 



intecTa.l-tekening, gtlijk dSt, ondet aodereo, bekeud it uit its tambenlogVn Wta attdWo- 
werkto, bij welk» de gedeelten Ttn een gebegen teneln of T*n r^lxwjen «f betlincr-n, cr.t. 
«ngeinerkt worden tls tol het opperTtik Ttu eene hri>erboIiiche r n mi»oJo*de le benooreo, 
ot t.n heLelre nlet tm! »f te wijken. 

Luit ABCD {Jtg. 12) «en Telrtedrum tHo, bebbtode da rfbba AB in «en feorisentMl 
rlak, 00 d« OTOrtUaode ribbe CD eTODwtfdig ua d«t horitoottle rlak. Dbw GD denke 
ffieo eea Tortieaat tLA, toijdende AB rn het middea F, wo d« *ijTT*fc%en AlC, ABD 
Toiijeni de lijnen CF en D F, roodregt op A B. Ven Tereeoign het midden f T»n CD 
nnt bet midden F ttn Afi. door de lljo KF, wetke t*l wereu eene tertteale !i)n, m«teod« 
den koruten «ftuod tuitobeo AB «n CD. Merkt rotn no AT ct C E «in cti rigtlijoen, 
«n t**t rown AE, «1« betchrijrende lijo, cftei denhe btwtgtrj, tan A nwtr F en t»o E 
oaw C, neodtt de tnclheJtw r»n A en E, lrogj A T «n CB, gtlrjk tfln, alnltn oottuat «r 
een gedeelw «ener rryft coiteTnV, cn tf» inkoud w»n Ar/ Hg-chamm, tvfrejten tuttckrn 
«Ti'f eoiottttArA tn «fe ntakktn nVr oVvtAeekeii Jk FE, C Ff2, 11! Juftt «V ^«//lf w/rieo «on 
<trt> HgxtiameHjktit intiiutt thrr prTMBido CCF A. 

Loit trren d« betetrrijnnde Jrja na oter CE ee FB bewegto, t*u F um B en tuC 
n*«r E, d«n» ntt 4en *t«od EE, t«. » ««*» uar T, «n T«n E nt»r D, otor BF eo 
ED »1» rigtlijnen; »0 oiuAeHjk, ntt d«n tUnd FD nsar den sttod A G, orer E D en FA 
tft rifjtlljtren, t«n D ustr I to tu T nut i, «00 ontttaaa or tier dttfen t»o tvtn 
«tr> «orrjke m getijktorralge ccnoUtn, tbtjdeode elkinder totgeM 6 lijnen (ntmelijk rol- 
get>i do trr«T»u«nde ribben AB, CD tno bei umedruni, en totgtnt de /i)n«n AE, C F, 
B«, DT, trorho utt do tler hoekpwnwn ntirr het middon tan goaootndb ribbvn getrokken 
kaoneo Worden), «o een lymotrrVneA Ilgebttm Tortneade, «elkt inkatal Jnitt gtlijk i, 
oo» \ mn e*ro inhaud itt tBtraedranu. De irarlumule eb trrttetle projetjtlfin rtn dit 
Iroebatm ifjn hi fig. IS tonqretieJd. De nJoBn, gatnOe Aoer het midden «an AB, CD; 
1E, feC en CT, D F, toljdoo «lk«ad«r ia «en telfd* pmt, ttjnde faet tniddelpunt t»o 
«Mt lewaedtarai, «iaar frvnn A#/ svaarttpvnt tf«« Kgtkatm. De «onor»!«ii, Waneo wotke 
■geooemire tigchtmelijke ruimte beitatt, tljn gebeel ondencbeldeo tan dlt, welke tn dao 
rekrt tfja oTtrOogen) bare aiteo tuflen trel tntallen ro«t 8e IHnen G^, H *, tm dokortu 
•r«t«adon dcr otereUoade itjdeo af rttben, wtlke ntel ceolebd hoMen too» Tw betohrljTen 
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men •lechla berckenen, in ecnig middenvlak der conoiden, de cofirdinalen 
?an het pnnt, in helwolk dit middenvlak door 6iae der riglltjnen »an de 
conolde geaneden wordl, in de Tooronderstelling dat de as der conoide 
is de aa der abacisscn, en hare top de oorsprong der regtboekige cofir- 

dina- 



der coooidco, mur de ttppem tulttu oudtrtthtiden treten, em gelegem tijm op ktt mid- 
d«o dtr kgntn OG, 0#, Of , OA (tte bept«ldelrjk de boritooUU projeoiie in Jkg. 18.) 

Too •aotiM TkO de «fri# fonoiden welke de oTertUtnde tibben A B, CD; BC, A D ; 
AC, BD tu eM tttraedrum ADCB {Jtg. 14) tot rigtiijeeo bcbbeo, en wtlke «Lk*ader, 
too rolg.oi dle rigUyoeo, «lt Tolgent dorwlTM mmd G 0, I F, 1K, ooderliog soijdea, ea 
0 tot gemeen*eb.tppelijken top hebbeo, t«l meo, deor berekeaiog, de otTolgeadc uilkom - 
tteo Terkrijgen. 

1°. Eet gebogeo opporTUk too tikt eoaotde begiol bij of met eeoe der ribbeo, b.T. 
bg de ribbo BD (roor de eonoide, welke A C en C D tot rigtlijnen beeft) eo ttrekt 
tieb «rit tot de OTerstMode ribbe AC. Dit oppertlak nu deelt ket gekttlt te- 
traidrum juiet midden doar. 

1°. De turee regte conoiden, welke AD ea BC, AB eo CD tot rlgtlijueo, eo DB of 
AC lot beichrijTeode Ujaea hebbeo, inijden elktoder (bebelve ia derigtingen BO 
en AC) Tolgeut de Uja 1K. De lohood fto bel ligclittm, begrepen luiichen 
het grondrUk ADC «n de pet genoemde conoidcn, »oo rer deie tieh TIO AD en 
CD lot de lQu IK uilitrekken, it juitt gelijk */ t tanden imkauddet tetraedruine . 
Toer elk der OTerige t\)rUkkeo ABD, ABC, BDC bettttt een loortgelijk lig- 
chatnn, eo B F, 6 H kuunen trtnttot aU •o v Ujaeo betchouwd wordco, 

3". De drie ooaoiden, welke elktnder Toigent de lijaen 0 F, 06, OK Saijdoo, Oa 
tegen de tijden AD, AC, CD Teo het rltk ADC grenten, Tormeo, met dit TUk 
ADC, eeo ligehtim, hebbeode ADC tot groadTUk, 0 tot toppaai, eo, eb het 
were, drie gebogene «nTUkkco GDFO, OOKA ea KOFC. Jfe inkoud xtam 
dit ligekaum U ket dtt it ruim *(, vau dem inkoud det gekeelem tetrml- 

T»n het tetnedrum, eo de opperTltkkea der eoaoiden, gerormd wordeo. 
4°. De geuoemde gebogene •ijrltkkea GOKA en KOFC lijn ook gedeelten Ttn het 
opperrUk det ligohitmi onder No. 2 uitgedrakt, en dur de iaboud Ttn heuelre 
it % of Tto deo iohoud det tetrtedrorat, too blijkt, dtt er Ttodiiligchttm, 
door de derde eontide, eea tiak wordt tfgctneden, begrepeo tuttehen de bcgreni- 
de gebogene opperruUeo GDFO, 10 FD, 10GD, hetwelk eem imkemd x.l 
ktkktn = V», dtt inkoudt mk ktt tetnHdrum. 
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dinaten. lulke nu is, door middol ran bet orereenslemmeiide reglhoc- 
kigo parallelopipodum, zeer gemakkelgk, en het zal gcuocg lijn, do uil- 
komsten der berckeniog bier le vermclden. Sleeds dciclfde nolalicn aU 
boren aannemeode, zoo is 



1" 0e parameter p t = p\ Tan do regte conofde P, hebbendo 
a = a t of * = 6, lot riglljjnen 

(*' + «' - ■') V («' + •' - »') . ^ . ^ 

{ «/(•• + •• — ••) + !/(•• + •• -••)}• .•/(•» + *' - «') 

2* De parameter p % ==/»'» hd de re^/e conotde n, hebbende 
(i = a, of c = e, lot rigtlijnen, 

(»' + «' ~ •') l/ («■ + »' - •») ^ y/ ^ 

{ •/(•• + *' - •') + !?(»' + •' — •*>}• !'(•• + •« - *') 

3' Do parameter p t — p' s der reg/e conotde n, hebbcndo 
6 = 6, , of c = C| tot rigtlijnen, 
(«' + •• — *») l/ (•» + »• — •») 



X |/ 2. 



{ •/(•• + »» — ••) + ■/(«» + e . — *•)}. ^/(s» + e» - ••) 

= 4 a t/ 2 wordon, soodra 6 en c tan a 



- 
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De Lemnitcaten of krommc lyncn, wclke den Torm facbbcn Tan ceo slrik, 
of ?ao hel cgfer acht, in cene boritonlalo rigling geschreren (ao), schijnen 
hct ccrst aan cene mccr bcpaaldo beschouwiogonderworpen te xijn door eene 
opmerking Tan Jacob Berxouilli. 

Brj ecn ondertoek betrekkelijk de conslructie der kromme lyn van gc- 
Jijkmatigo nadering en verwjjdcring, door Leibnitz ter bepaling Toorgesteld, 
eo door hem genoemd curva isochrona paraeenlriea, tocht Berkouilli 
dese conslruclic, — eerit uil de rcctiOcatie dcr elattische kromme afgeleid — 
bij voorkeur uit do reclificatie erncr algebraische kromme Irjn le Ter- 
krijgcn, cn kwam ook tot cene krommo lijn, hcbbende tot vergelrjking 

(x> -r-y») 1 — o» (x 1 — y 1 ). 

De fignur dezer kromme lijn is gelijk aundicTanccn strik ; Berkovilli 
noemdo ze daarom Lemniecata. Te regt mcrkte bij op, «dat dcze 
nkromme lijn onder de kromme Ijjnen Tan dcn vicrdcn graad ccne tecr 
DTOomame plaats Tcrdicnde. Na dcn cirkcl, de parabola cn logarilhraica, 

A be- 



2 C. J. VSRDAM, BIJDRlCB TOT DE CBsCflOOWISG DEU LEMMSCATI*. 

» beboorde de lcmniscala op dezelfdc lijo te staan mct de ellips en hyner- 
» bola, omdat zij, 6f alleen, 6f melceneder laaUt genoemde, de conslructie 
» aangccft van mechaniscbo kromme lijnen, welkc, door hulp der eerstge- 
» noomde, niet kan verkregcn worden ; dit is b. v. bet geval met de «*•- 
» chrona paracentrica, en ook met dc kromme der lamina elastica. » 
(Jeta Erud. 1694, cn Opera Jac. Bsair. I. pag. C08 sqq.) 

Tcn aanzicn van hct onderzoek dczcr laalste is mcn ook veel aan 
Jacob Bermooilli Terschuldigd, cn daar hjj voor dc difierenliaal-aequatie 
eencr ejastischc krommo lijn.ondcr bcpaaldo voorwaarden.geTonden had eene 
vergclijking, wclke kan aangcmcrkt worden uls to bcslaan uit het verechil 
van twee andcre, dc ecrsto lol do reclificatio der cllips, de twcedo lot die 
der lemniscata bolrekking hcbbendc, leiddo hij daaruit op zccr gcpaslo 
wijzo af, hoo cenige ordinaat der iamina zou knnnen govonden worden 
door het verschil van een' elliplischen en lemniscalischen boog. 

Bernouiuj toonde het wetcn dcr lemnitcata, en ecn paar gevallen 
van aanwcnding dczcr krommc Iijn in wiskundige bespiegelingcn, als bet ware 
slechls lcr loops, aan. Uij blccf nict opzettclijk bij do beschouwing dezer 
kromme lijn verwijlen. Dit geschieddc ongevccr 50 jarcn latcr; ecrst door 
Facnako, kort daarop door Ecxbr. Beide dezo wiskundigen hebben inzon- 
derheid bet ondcrwerp der recli/icatie Tan de lemniscata uilvoeriglijk on- 
derzochl, en tijn daardoor tot bclangrijke uitkomslcn gekomen, welke bet 
bepalen van gelijkc, van veelvoudige of van cvcnmatige bogen leeren. 
Eenigc eigenscbappcn dcr lcmniscala, bare wording uil do gelijkzijdigc hy> 
perbool, harc quadratuur, involulie, en»., wareo ook onderzocht en gcvoo- 
dcn, en Legenore — ccn oogenblik op dcze kromme lijn leltende — wees 
lalcr aan, dat haro bogen cigcnaardigo mcctkundige voorstellingen sijn van 
de elliptiscbe fuuclien der eerste soort, mils de modulus hebbe do bepaalde 
waarde van V Veel meer toch zegt Legebdrs er nict van, en de wijzc, 
waarop bij de zaak onlvouwd heefl, is mij — even als zijno bekeude trans- 
formalio dcr formolo voor de rectificalie der byperbola — stceds zocr ge- 
dwongen voorgekomcn ; hel ecn zoowel als bot ander is voor mcer natuur- 

lij- 
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Irjke of minder gedwongene ontwikkeling valbaar; maar hcl betoog daarTan 
bchoort niet te dexer plaatse. 

Een' geruimcn lijd schecn het, alsof de bcschouwing der lemniscata 
ran Bernouilli, of, mecr algemcen, de beschouwingcn der lcmmscaliscbo 
kromme lijnon, tcn cinde waren, allhans gcene uilbreidiug Terdiendcn, lot- 
dat sij, io do JaaUlc jaren, wederom de opmerksaamheid Lrokken, cn thans, 
bij herbaling, de ernslige bemoeijing van geacbtc wiskundigeo doen blrjken. 
De franscbo wiskundige SERRBT heeft sich inzonderhcid dcte bescbouwingcu 
ten doel gcsteld ; hem is gevolgd de engclscho wiskundigo roberts ; cn ook 
chaslss cn liocville nemen dcel in de bchandcling Tan onderwerpeu, 
welke lol desclfdo thcorio bcbooren. Serret is mecr opsetlelijk tol de 
bcschomving der lcmniscatischo kromme lijnen gekomen, door srjn ondcr- 
zoek nopens de mcclkundige Toorslclling dcr clliptische runclicn van de 
eerste soort. Hct ecrst Irof zijne opmerking do voorstclling dcr beide eu- 
lerianmcbeinlegralcn, waarbij hij de lengte van bet quadrant der lcmniscaia 
van BERK0DILLI uitdrukte door eeno garnma, hebbcndc tot radix |, dat is 
door do functio r(i)i botgecn trouwens van telf lag opgesloten in bet 
verbaud, tusscben de eulcriaanscbo integralen en de elHptischo functicn 
bestaande, cn door Lecbndrb aangewescn ; gclijk Lecekvre bovendien, in 
bet twcede deel van sijn Traiti det fonct. ellipt., beeft geleerd, dat de 
funclicn, wclko de rcctificalie der lemniscata en der curva elastica gc- 
ven, ook vervangen kunnen wordcn door bepaalde eulcriaanscho intcgralcn 
der cersle soort. Serret letto vervolgeus op bct vcrband tusscben do ver- 
gelijkingen too der lemniscala als van dcn cirkcl cn dcr gelijkiijdigo hy- 
perbola, ondcr polaire cofirdinalcn. Daar die van dcn cirkel, hebbcndej-n lot 
radius, de pool in den omtrck en de middellijn, welke door deze pool gaal, 
lot as, voorgcsleld wordt door 

r = a cos . * , 

of wel door 
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en die Tan de lemniscaat, hebbende dc pool in den knoop, hare as tot 
mic lyn of as Toor do telliug der bogen /, en a tot zoogenaamden brand- 
puots-afsland, ia 



2 

kwam hij Tan zelf tot do bcschouwing Tan hct vcrband tuaschen de uit- 
drokking dor lengte ran de omlrekken der kromme lijnen, meer algemeeo 
tot Tergelijking hobbcndc 

(2o)* 
2 

(tot lemniscatcn Tan hoogcre ordo behoorendc), en de culeriaansche intc- 

graal r ' wclto D «chouwing hem tot hoogst belangrijke uilkomstcn 

Toerdc. 

Later beeft hrj meermalen andere deelen Tan dit onderwerp, of Tan 
aanrerwante puntcn, ondcrzocht en uitToerig behandeld. Inzonderheid Ter- 
diont gcnoemd te worden zijn onderzoek der zoogenaamde CastinoSden, Tan 
welke hg aantoonde, dat derzclver reclificatie elke elliptische fonctie der 
ecrsle soort — Toor elken willekeurigen modulus — oplerert, terwrjl dit on- 
dcrzoek slechts eeno inleiding was lot dat der cassinoiden Tan boogere orde, 
begrepen in de aequalio 

r 1 " — 2a m r"cot . m t -\- a* m ~ b* m , 
Robkbts bceft eenige Tertoogen gegeTen orer de rphaerische lemnis- 
cata, zoowel OTcr die, welke op het sphaerisch Tlak ercuecns ontslaat, ge- 
lijk do cassinoide op een plat Tlak, als OTer die, welke men hccft uit de 
snijding Tan een' bol en Tan ecn* kegel. Ten aanzien dcr laatsteis hij, onder 
Tele welenswaardigo gcToIgtrckkingcn, gckomen tot dit resultaat, dat 
door de bogen Tan dezo sphaerische lemniscata de incetkundige 
gen heeft Tan al de gewone elliplische functieu, zoowel ran die der 
txveede en derde als Tan die der eerste toort. 

Al deze en andere ontwikkelingen vindt mcn in de laatste deelen 

van 
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tan het bekende Joumal de mathdmaligues puree et appiiguces, pubiie" 
par Lioutillk (deel VII — XI). Ben der tortopgen tan serrkt trefl mcn 
ook aan in hct Cambridge and Dublin mathematical journai, new se- 
ries, tol. I. Ik terwijs hier op die ontwikkelingcn, tan welko ik slechts 
ecoige wcinige der merkwaardigslc uilkomslen tcrmclddc, daar het noch in 
roijn plan ligt, noch tol Terklaring tan mijn toorncmen beboort, noch tot 
bereiking tan rayn doel getordcrd wordt, ecne analyse tan hct bcdoelde 
ondcrzock te gcten. 

Onder hctgeen ik recds troeger in mijne adtcrsaria optcekende, be- 
hoorden ook bijzonderbcdcn, welke tot de bcschouwibg der Ictnniscaien be- 
trekking hadden. Eenige denkbeelden werdco ontwikkcld, en garen gee- 
ne onbclangnjko resullaten. Van andercn moest ik mij mct do eenrouiligu 
aanleckcning, met cen pro memoria, tergenoegcn, om later, bij meerdere 
tijds-bcschikking, de stof tolledigcr lo bewerken. Het is er terre af, 
dat ik zou kunnen zeggen, in het wcinige, dat ik mccr ontwikkeld had 
aaogeteekend, eten belangrijke waarheden le hebben betoogd, als dio, wcl- 
ke door botcngenoemde wiskundigen zijn aan het licht gebragt. Maar ik 
zoo kunnen aanloonen, dal mij nict alles nicuw was, hetgeen ik in hunno 
vcrtoogen of tcrhandclingen ontwikkeld aanlrof. Eerder etenwel wil ik en 
mag ik tao cenigc andero bescbouwingen gewagen, welko men noch 
bopaaldelijk onlwikkcld, noch ook rermeld tindt, of tan welko de gczigis- 
punten anders cn algemeencr haddon kunnen zijn gekozen gewordcn. Oor- 
tpronkelijk stelde ik mij toor, zoowcl de bebandeling tan onderscbeidene 
puntcn, die de lemniecata tan Behnooilli en de cassinoide bclreffen, als 
eene bcscbouwing tan andere merkwaardigo lemniscaten. Van dat toor- 
nemen hcb ik nogtans afgezien, ecnsdccls uit hoofde der te grooto uilbrei- 
iling, wclkc mijno bijdrago daardoor zou terkijgen, andersdeek om byzou- 
dere redenen, welker termelding kier onnoodig is. 

Meer eentouiligo gedeelten tan het onderwerp toorbijgaande, en cen 
to lang tcrwijl by enkele punten- orenecnt willende nalaten, bcpaal ik mij 
dienstolgens toornamelyk, hoezeer oiet gehcel uitsluitend, om het een en 

A 3 an- 
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ander orer wording oo Terwantscbap van lemmsoatischo kromtne lijnen 
aan le stippen, en ten aaniien van soramige deser lemniscalea eenige uit- 
komsten ran berekoning le doen kenncn, door welko aan dertelver be- 
schouwing zekorc plaals in de wiskundige analyse toekomt. 



s i. 

De gowone Icmniscala is eene lijn van den vierden graad, Tan welke 
dc Tcrgclijkiiig geen' slandvastigen lerm en aJleenlyk do eTono maglen der 
elcmcnlen bcrat; bovendicn is dcze vergelijking volslrekt homogecn, en 
hondt slcchls een parameter io; waarom dan ook allo soodanige lemnijca- 
ten gcljjkvormig ttju. Wanneer mcn Tan de algeraeene vcrgclijking der 
kromme lijnen ran do derde ordc, dat is der lijnen van dcn vicrden graad, 
dic lermen uitsoodcrt, in wclkc do ouovcno roaglen Tan de clemcntcn, of 
wcl dcr orthogonale coOrdinalcn x cn y, voorkomco, zal de overblijvende 
uildrukking conc Tcrgclijking van dcn vierdon graad weaen, tot onderscbci- 
dene vormen van kromme lijoen bchoorcndo, naar gelang de cocfficienten 
andere betrekkingcn tot elkander bebben. Ondcr die vorraen hecft ook de 
catsinoide cene plaals; andcro vormen, aan dien dcr cassinoiide rerwant, 
en ook in figuur aao dio der cassinoide nabijkomende, vindt men er even- 
cens onder. Slelt mcn, in do vcrgelijking dcr gewone of eenvondige cas- 
sinolde, den standvasligen term = 0, 100 beeft men de vcrgelijking der 
gewone lcmmscala. Maar gelijk van de cerstgenoemdo soort van kromme 
lijnen de ecnvoudigo castinoide ecn bijiondere vorm is, too is de gcwone 
lemmtcata slcchls eene bijzonder vorm eener andere soort van fijnen des 
vicrden graads, verwant met de eerstbedoekle soort, en van dece eenvou- 
diglrjk daarin onderscheidon, dat hare algemecnc vergeJijking gccrtcn stand- 
vasiigen tenn inhoudt. Zoodauigo vrrgelijking behoort tot •ymmelriscbo 
kromme fijncn, onder wclko men er meerdere optterkt, die een cigenlijk 
gezegdcn lemniscaliscben vorm hebben. 

Dc 
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De veigclijking dezer andere soort vao kromme Hjnen, ooder welke 
licb meer bepaaldclijk lcmniscalen bevinden, iou derhalve in bet ulge- 
meeti wezen 

ax* by* + e«V -f rf* 1 -f- ey l = 0 . 

Maar too deze yergelijking wcrkelijk eene lcmniscala geeft, is de coDrdina- 
ten-oorsprong in den knoop, on de abscisscn-as langs de as der krom- 
roo lijn gerigt. Deze plaatsing cn de symmetriscbe figuar der kromme 
brengeu mede, dal al de termen Tan dczelfdo afmeling zijn, wanncer 
mon soowcl op de paramelers lct als op dc clcmenlen, en dal bovendicn 
de vcrgelijkiug kunno verdeeld wordcn in twce groepcn van termen, van 
wclke de eene volkomen quadraat is. Ergo wordt dc algemeeno vierde- 
inagh-acqualic, welko de zoogcnaamde middclpunts-ocqualie vanonderschei- 
dene lemniscalen kan wezon, mecr bcpaaldelijk 

= + y!?V (I) 

kunnendc do hicr aangcnomon coffficicnten zoowel negatief als positief we- 
zcn, cn elk dorsclve uit hct product van evene-magtsfactoren bestaan. 

Deze vergelijking kan derbalve tot lemniscalische kromme lijnen bo- 
hooren, maar zij bohoort cr nict uilsluitcnd loc; gelijk blijken zal, bevat 
zij ook de vergelijkiugen van andcro krommo lijncn, met do lemnisoalon 
verwant. Evenwel is hct sccr gcmakkelijk om den vorm dcr vergeljjking 
(1) nog nader te bcgrenzen, zoodat sij cerdcr tot de cigenlijko lemniscaten 
betrekking hccft. Wanl daartoe moet met x = 0 overeenstemmen y = 0 
en t/ = ± /> i/ — 1 cn mct y = 0, moet x = 0 en x — ± q (eene be- 
staanbare waardo) zijn, betgeen plaals heeft soo men stelt: 

-h 6*y/ a >» «•*»— /3V (2) 

«aaruit meu ook, voor a 1 = 6* = 1, en voor cfi — {P^=ic* (zijnde c ze- 
kere parameter), de vergclijking der gewone lemniscata hccft. 

Maur van alle lemniscaten sijn de vcrgelijkingcn niet uilsluitend be- 
grepen in de vcrgelrjking (2) ; vrant men zict ligtelijk in, dat ook eene 
boruogcne en symmetrische zesde of achtste magts-acqualie, ens. tot eeno 

krom_ 
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krorome lijn t an lemniscalischen Torm belrekking kan bcbben. Hen kan dus 
de lemnitcaten onderscheiden als kromme lijnen van dczelfde klatse, maar 
T«n Terschillende orde. Die, Tan welke de vergclijking is ran den vierdeu 
graad, zijn Tan do eente orde ; die Tan de tweede orde hebben eene 
zeade roagts-vcrgelijking, eni. Nogtans becft bicr plaats, hclgccn bij ande- 
ro kromme lijnen Tan Tcrschillcnde orde Teelal geene plaats kan Tinden, 
te Tfelcn, dat, allecnlijk door zekere belrekkingen Tan coefficicnten, eenige 
lemniscata Tan hoogcre orde in cenc andere Tan lagcre orde kan oTergaan. 

Gclijk Tcrder blijken zal, kan mcn cich de wording Tan lemniscaten 
op onderscheidene wijzen Toorslcllcn ; Toor clke Icmniscala zal deze bier 
bedoeldo wording, bctzij dan geometrische, hctzy mccbanischc, stceds bij- 
sonder wezcn. Mcn kan echter aan alle lcmniscalen ecno zclfde wijze Ton 
• meetkundige wording toekenncn. Wanl men beefl Toor de ceutrale pool- 
Tcrgelijking der gewono Jcmniscala 

r> = a^cos.lq, 

i 

indicn naroclijk a de halve grootste middellijn der krommp is, r dc Tocr- 
slraal en *p de hock of boog, tusscbcn die middcllijn en dcn vocrstraal. 
TcTcns is de polairc middelpunls-acquatic dcr gclijkztjdigc hypcrbola, bcb- 
bende o tot halve as , p cn <p tot polaire coordinaten, cn mcl do lcronis- 
cala conccntrisch zijnde, 

cos.2<p 

Ergo, gclijk bckcnd was, is het product dcr Toerslralcn r en p , wcl- 
ke lot ceh' zelfden boek g> bcbooren, standTaslig. JJecmt men ecbler dc 
gemeentcbappclijke as a dezcr bcido kfomme lijnen als ccnbeid Tan leng- 
te, zoo is, in bet polairc coordinaten-slcUcl, de lemniscata Tan BKRKOUILLI 
de omgekeerde kromme dcr gclijkzydige hyperbola. — In bct rcgthoekig 
stclsc! zou de orogekeerdo krommc eener gelijkzijiligo hypcrbola ccno reglc 
lijn wczcn of kunncn wezcn. — Dcze byperbola hcefl lot asymptolen de 
raaklijncn dcr lcmniscata, wclkc door dcn knoop gaan. Zoo mcn dcrhalvc 
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eene kromme Ign denkl, bebbende eene hyperbolischc gedaantc, cn min- 
stcns Iwee symmetrische lakken tutscben tweo asymploten (dio clken wille- 
keurigen boek kanncn insluilen), tal de omgekeerde deter hyperbolische 
hjo eene lemniscata moeten wexen, moetende de benaming van omgtkttrde 
kromme Terstaan worden in den tin, welke in eene mrjncr Trocgero bijdra- 
gen is beleekcnd of aangenomen. Van welke orde of van wclkcn graad 
looilanige byperboliscbe kromme dan is, ollijd tal hare omgekecrde ecno 
lcmniscato wcicn, of cen afiondcrlijk deel Tan taiver lemniscatiscben 
vorm betittcn. Allt lemniscaten zijn dtu omgekeerd- hyperbolische 
kromme lijnen. De hyperbolcn, wclke de lcmniscalen ran de eertte orde 
tot omgekcerde kromme lrjnon bobben, tijn in hct algemcen Tan de derde 
orde, dal is, tij hebben cece tesde-magts-Tergelijking; Toor de gewonc 
lemniicata is nogtans de byperbola Tan de eersle orde. 

De gewone lemniscata wordt ook getcgd le ijjn de kromme lyn dcr 
Toelpunten Tan do normalen, ait bet cenlrum eener gelijkiijdigo hyperbola 
op baro raaklijnen nedcrgelalcn. Het is duidelijk, dat aan andere lemnis- 
caten eene gclijkvormige wording uit byperbolischo lijnen tockomt, cn dat 
men dcrhalvo ook, hicrmede overceukomslig, do lcnmiscalischc kromrae lijnen 
kunnen bepalen. 

Zij de aandacbt ccnige oogenblikken meer brjionder geTestigd op de 
Tan de eerste orde. Uare Tcrgelgkingen tjjn begrepen in de 
Tergelijking (2); — men ncmc echler meer algemecn de Tergclijking (1). 
Doto is, in polairc codrdinatcn uitgedrukt, 

of ook 

, (««+*«)+(«'-**)«*«1> 
~* {K+6')+(a»-o>)co*.2a.}' W 



(2£ p + g. C orf.2y 
2 * (c + *f.w#.2f)? ■" ' U 
B Dc- 
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Dezo goniomelrische fimctie bcrat alzoo de polaire vcrgefijkingen der 
mogciijke femniscaten Tan do ccrslo orde. Ilen zou nog andere Vormen Tan 
gonioroelriache functicdn konncn steltcn, of uit de bicr bcpaalde kon- 
ncn aflciden, too zij slcchts turschcn twco grcnzcn <p = 0 en <p=p on- 
afgebroken bestaat, Toor 9 = 0 cene eindige waarde erlangt, Toor <p = n 
nui wordt, Tan af q;— u tot 9 = 180* — p onbcslaanbare waardijcn 
gccft, cn Ton daar tot 9=180° wederom dezelfdo uilkomstert oplevcrt als 
in bel cersle quadrant.' Wog zou men de Tergelijking in dier Tocge kunnen 
zamenstellcn, dat de opTolgende waarden Tan r in hct tweede cn derde 
quadrant, boezecr onafgcbroken aangroegende, nogtans Tan do overeenkom- 
stige in het eerste en vierde quadrant verschilden; de oplossing Tan r zoo 
daarbg Tan dio eener Tolkomene iweede-magts aequalie afbangcn, cn de ver» 
gelijking zou tot de nict symmclrischen Iemniscaten beboorcn. Eindelijk, 
gclijk Serret opzigtelijk do vergclijkingcn der lemniscala Tan Bernooilli 
en der Cassinoide aanoam, zoo men ook hier kunnen denken aan alle 
krommo lyncn, welker vergelgkingen begrepen zijn in de formule 

* (f 4- Q cos. mq)" V ' 

maar dczo bcbbcn voor m > 2 mecr dan tweo strikken ; bet zgn veelvou- 
digo lomniscaten, eo derzelvcr beschoowing ligt voor het tegenwoordige 
buttcn rotjn plao. 

Hoezeer sommige der lemnisoalen, welker vergelijkingen begrepen zijn 
in de formule (3) of (4), cigeuscbappen bezitlen of kunnen bezitten, welke 
van genoegzame behtngrijkheid zgn om gekend te worden, zoo is bier, bij 
cen algemcen onderzoek, do bepaling der quadratour, en iozonderheid dcr 
rectificalie, moest berangrijk. Dc laalsto 1 toeh is, in den rrgel, afhankclijk 
\an elliptiscbe inlegralen, en kan das nieuwe voorbeeldeu van de meetkun- 
dige voorslelUng dicr inlegralen opleverert. 

Belangende de quadraluur, soo ziet men gereedelijk in, dat dexevol- 
komen bcpaald is, men heeft loch 

dl^ en 
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en wannecr men bet tweede lid der Tcrgelijking (4) mel of met 
} d . 2 <j> multipliceert, >al dit lid rohlrektelyk inlegrccrbaar xijn, toodat 
alle Umnitcaltn van de eerttt orde eene volkamene of bepaalde guadra- 
tuur hebben. In do oorapronkelijko vcrgelyking (2) — of, algemecner, in 
de Tergelijking (1) — tgn de coefficicnlen Tan ** en y 1 gcslcld <*• , 0 % ; 
deto Tonn korot aan dio co£fficientcn toe ; docb het is oTerigens om het 
eten, hoe of tij in berekeningen beleekcnd worden. Men tou te, als in 
de Tergelijking (5), p en g kunnen nocmcn; docb Toor do sjmmetric mcl 
de andere coCfficienlen o 1 en A 1 , stcllo men dio cof fficienten a 1 cn /?» ; 
daardoor is dan 

r » - i («'+/?') + (» W) / 7) 
{(a^+A 1 ) + (a l -6») cot. 2o>} * 

Bijaldien (a 1 + 6 1 ) Xa 1 — A 1 ) is, bangt de qaadraluor af Tan een' 
cirkelboog; maar Tan eon logarilhmus in het (cgengeslcltlo gcTal. 

Dat grooler of kleiner tijn Tan (a 1 + 4*) ten opttgle Tan (a 1 — 6 1 ), 
hangt af Tan het teeken + of der lertnen, welke a* en A» tot coeffi- 
cienten hebben. Bij eenigo straks le bebandelen Toorbeclden, tullen a 1 
en 6» sleeds hot positicTo tceken Toor tich hebben, en in dete tooronder- 
stelling wordt de formule Toor den geheelcn inhoud der roimle, door de 
Wer quadranten der kromme ljjn ingeslolen, 



I 



1 { («H 1 — ^ 1 a 1 )#i'n,2 tt . a»6»+^»a» B . , * v l /fl , 

in weJke formulo de boog u is de groolste waarde, welke de polaire abscis 
• in het eorsto quadranl kan Terkrggen, en soo de kromme oene eigeolyke 
lemniscata is, tal u weten do boog, metende den hoek tosscben de as of 
grootate roiddclljjn der lemnisoata, en cene der beide raaklgnen, gaando 
door den knoop. 

Met de reclificalio is het gobeel anders gelegen. Dete is gccnszins too 
bepaahj. In het algemeen tou tg door de methode der quadraturen, kun- 
nen Tolbrogt worden ; maar ook is sij door ulira-+Uiptitcht of 

B2 
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integralcn bcpaald, cn in eenige gevallen loopt tg door 
wonc clliplischo funclicSn af. De rectiGcatie-formule is van 
goslclden vorm, en verhoudt tich aldus: 

^-v /2 x 

f (a^+6 1 ) + (o«— «>)cm.2»}>. \/{(a*+{3>) + (a 1 — /3 1 ) cM.2y) ^ 
l/ |[(a a +* a ) + (a«— 6»)eM.2^]». [(a 1 +/3 1 ) + (a 1 — /3 1 ) cot. 2a>]» 

+ [2(a*/3 1 -a 1 6 1 )+(o 1 -6»)[(« 1 +/? 1 )+(a 1 — /3 a )co*.2^J J»*t». a 2 v J (9) 

De herleiding deier inlegraal slaagt onder andcrcn in de navolgende 
gcvallen : 

V Als men heefl a = 0, mils /3 1 posilief. 

2° Zoo 0=sO is, mits a 1 posilief. 

3° Indicn a^/3 1 = «»6» , of a 1 : 6 1 = a 1 : /3 1 is. 

4' Wannecr a 1 =/J* is, of a 1 — /?*=0. 

5' a 1 = 6 J , dat is a 1 — 6 J = 0, of ook a^ + 6 1 =0 . 

6° a = 0 of 6 = 0, cn /3 1 = — a 1 . 

De drie eerstc gcvallen eiscben geene breedvoerige onlwikkeling, daar 
iy tol de rectificatie der kegelsneden bebooren. 

AU men heeft a = 0, wordl y {(a 1 + /3 1 ) + (a> — P*) co*.2<p) 
~ (3 tin. <p y 2 ; hierdoor wordt recds het intcgreren aanmerkelijk verligt ; 
maar het polinomium, onder bet worlelteekcn in den teller der difleren- 
tiaal uitdrukking voorkomende, wordt mede eenroudiger, en wcl, na alle 
berleidingen, eene tesde-magls-uitdrukLing van den derden-magta-vorm, welko 
onmiddelijk tot dien eener elliplische funclie kan gebragt worden. 

Is ftmaO, too hceft mcl geringe wijsiging hetzelfde plaals. Beslaat 
er lusschcn de co^fficienlcn ceno gclijke verhouding, coodat a 1 fi x — a* 6 1 
is, alsdan kan de wortelvorm tn dcn tellcr dcr vergelijking (9) gedeeld 
worden door dcn worlolvorm, in den nocmcr voorkomende; deie laaUle 

ver- 
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Torralt daarbij, en de oTerblijvende Torra U (ot den ellipluchen gemakkehjk 
hcrlciilbaar. 

Maar het onmitlilelijk terug brengen der reclificalio totelliplischo inte- 
gralen boudt alsdan aan do omstandigheid Tan het posilicf zijn Tan fi l , 
of daaraan, dat 0* en 6* gelijko leckens hcbbcn. Want daarbij wordt 
het tweedo lid dcr Tergclyking (I), aldus geschreTcn, 

of cen Tolkomen Ticrkant, of een factor Tan hel cerste lid, en dekromme 
lijnen, tot welko deze Tergelijking, in de opgenocmdo dric cerste gorallen, 
bcboorl, zijo alzuo kegelsneden, en wel ellipsen of brperbolen. 

De drio laatsto geTallen zjjn mindcr eenvoudig; acbterTolgens tullen 
zg hier OTerwogen worden. 

A. Men neme in do eerslo plaals aan dal a*=/3* irj,of a* — /?*=0, 
en beschouwo derlialve fij als het positieve leeken Toor zich hebbende in 
de oorspronkelijko Tergelijking, zoodat deio zij: 

(a*** + *»,»)*«a , Cx > + t/ t ), (iO) 

waardoor de pooWergelgking (3) een Tolkomen qoadraat wordeo tal, en 



r = =fc (11) 

a*-(a*— 6») «».**■ V 



De formule (8) toot deu inboud geeft 



Voor de lengle Tan ecn boog wordt de formule (9) 
{(a*+6*) + (a*-6 J )cos.2 (/ }* ^ 



X |/{[(a*+6»)+(a*-6>)M*.2 f ]* +4(a»-6 1 )»#i«!2 v J 
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(a>_(a»--o*) „«.»,>)» ^ 



X l/(a* + 2(a» — 6»)(a>— 2 A») «n.« <p-3 (a»_ 6*)>, t „.* f J . 

Doie uildrukking wordt liglelijk tot ecno elliplischc functie herleid. Men 
deele teller en noemer door eoafj <p , 100 komt 

(a» (1 + /a»^.» <p) — («»—*») lan^.» a>} » 

X |/{a« + [* (a 1 -* 1 ) 1 + 2« s & 1 ] <«^> * + ** *} 

Stellende na lang.q, = .? /an^. j (90° + y) t uo komt men tot 

O 

xijncle eene elliptitche functie van de tweede soort. 

Daar de kromme lijn, hebbende de uitdrukking (10) tot tergelijking, 
geheel en al symmelrisch ii fen optigle dcr asaen nn * en j, tullen de 
grenien van den hoek o>, in de tergelijking (II), tyu <p — 0 cn <p = 90°. 
Mot <j» = 0 en 9 = 90 a stemmen o?ereen y> = — 90° en y = + 90°- Ergo 
zal mcn, om de lengte vau -J- des omlrcks van de kromme lijn le bopalen, 
rooeten berckenen de complcte funclte der tweedc soort, beboorende tot de 
formale (13), en daarna de uilkomst Terdubbelcn. 

De krommo lyn, hebbende do uildrnkking (10) of (11) tot Tergclij- 
king, heeft dan dit merkwaardige, dat haro bogen, eten als die eener cl- 
lips, ickere meelkundigo Toorstollingeo ign Tan de elliptiscbe inlegralen 
der tweede soort. De Torm Tan de kromme lijn komt ook min of rocer 
den elliptischen TOrm nabij; eigenlijk erenwel is de kromme een ingedrokt 

OTaal, 
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ovaal, hoedanig eene ellips, welke rocn, ter plaalse van de toppcn der 
kleine as, indrukle, of even als eene veer naar binnen boog, wexen tou. 
Laler tal van cen oppervlak vvorden gewaagd, bcbbcnde krommo Hjnen, 
gelijkvormig of gclijksoorlig met de ondcrwerpolijke, lot voorname sn§. 
dingen ; roaar sij slaat ook in eenig verband mel de elhps, en het is niet 
ongepast, bier te doen opmerken, waarin dexe betrckking gelegen is. 

Men denke ecne ellips, hebbende 6 tot balve groote, en a tot balvc 
kleine as; do groolo as xij horixonlaal gerigt, of lievcr, dcxo as 2 b lij dc 
onverandcrlijke rigting, van welko de standhocken der vocrstraleh gerekend 
worden, bijaldien dan dio standhoeken door tp, cn dexe voerstralcn door t 
beteekcrid wordcn, zal de ceutrale pool-vergclijking doxer ellips wexen 

, aH* 

= o* — (a 1 — 6>) «»«.* q 

Vergehjkcndo dcxo uitdrukking mcl (11), xoo blijkl, dat 

s 1 * 1 o* 1 6 6» o o 

is. Op elken voerttraal dcr cllips bestaat dcrhalve een voorstraal der voor- 
gestclde kromme lijn, en men vindt deicn vocrstraal, door eerst teoonstru- 
eren eene derde evcnredige p tot b en p of tot a en f ; daarna eene vierde 
evenredige tot a, « en p of 6, a en p, cn cindeljjk dexe viorde evenre- 
digo te verlengen of te verkorlen in rcden van «* tot b* of van o* tot 
o*. Zeer eenvondig wordl do conslruclie, indien a = a of «6 is; want 

dan w r= ± 1 . l\ of = ± * . £*, en de krorome xou gelykvormig 
b b a a 

tijn aan die, welker voerslralcn derde evenrcdige xjjft tot a of b en j». 

Is a = a, xoo valt de kromme lijn gchecl binuen de ellips ; roaar dese 

ligtbinnen de kromme lyn voor a = 6. b a*=a * 6, dan vallen de bo- 

rixonlalo toppen der kromme, dal is dd uileioden van hare groote of bori- 

xontale as, xamen met de loppen der groote as van de ellipt ; maar do 
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loppen yan de kleine of dwarsche ai van het beschouwde ovaal vallen «leeds 
binncn de ellips. 

Uet bier ontwikkeldo bealaat in de vooronderslclling van a J =/? J (of 
eigenljjk «* = /?*) en van /J 1 posilief. Ware bet negatieve leeken voor /?' 
geplaalst, dan tou de kromme lijn, tot vcrgdijkiug hebbende 

(o 1 * 1 +i 1 y 1 ) 1 =«•(**— y 1 ) (14) 

meer onmlddelijk tot bel onderwcrp van bescbouwing detcr Bjjdrage be- 
hoorcn. Zij ion namelijk cene lemniscata wczen. Dcze lcmniscala heeft 
met dio van Bkrkocilli de eigenscbap gemeen, dal hare raaklijnen, welke 
door den knoop gaan, halve regle bocken roaken met de ai. En zoo a 
is de balro aa der laaUlgenoemde lemniscala, en ook a = a is, zullen de 
beide lemniscalen elkander in de toppcn en in den gemecnschappelijken 
knoop aanraken, maar overigcns zal de eenle geheel en al binncn de Iaalite 
gclegen tijn. De inhoud dcr hier bedoclde lemniscala is bepaald door de 
uitdrukking 

maar, hoezeer de rectiflcalie-forroule eenvondiger wordl dan do boven ge- 
slelde algemeene formule (9), blijft zij in afmcling le boog, om haro be- 
handeling tot die eener gewooe cllipliscbe fonclie terug tc brcngen. 

De Tergelijking (10) kan nog behandeld worden in do vooronderstelUng 
vau 6* negatief ; zjj heeft alsdan betrckking tot cenc andcre kromme lijn ; 
maar de resultalen blijven, roct uilzondering van de formule (12), meeren- 
«leels gelden, mits -J-6 1 in — 6 1 en — 6 1 in + 6 1 verandcrende. In 
formule (13) wordt hierdoor wel is waar do modulus der functie grooter 
dan een, doch eene bekende transformalie voerl dadelijk lot ccne gclgk- 
•oorlige funcUe, welker roodulus is kleiner dan een. 

B. 1° Zg a 1 »* 1 ; 4» fCtUitf; a 1 (of «*) vcrschillcnd van 0* 
(of /9«) en beide txmtitf. 

De 
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De Tergelijkiog dcr krommo wordt 

(••+»■)■ -•?.(-+£»•) 

iij ssp» , iL = q* , ioo is do acqualio 

(*» +y i)i ==f> » x » _|_ 0 i y » . (16) 

De krommo tijn is dic, wclkcr punlcn zijn do vocipunlen dcr norma- 
lcn, uit bct middclpunt ccncr ellips (bcbbcndc 2p tot groolsle en 2 q lot 
kleinsle middclhjn) op de raaklijncn nedcrgclalen j lij is lang bckcnd ge- 
wccsl, doch hcl is mij nict gcblcken, dal mcn op harc rcclificatio ccnc bij- 
tondcre aandacht gcvcsligd beeft, cvcnioo min al» op dic dcr zoogcnaamde 
Toelpunlcn-krommc lijn dcr hjpcrbolcn, wclke ccne lemniscala is, waarovcr 
straks. Zij hcefl, ercn als dc ccrsle dcr kromme lijnen, boven, sub A.ovcr- 
wogen, de gcdaanle van ccn ingedrukt OTaal, of ran'ccu' der Tormen Tan 
de Cattinoide ; baro bcido rcglhockigo asscn tijn gclijk aan die der ellips; 
sij raakl do ellips in de vicr loppen, roaar ligt ovcrigcns builcn de cllips ,- 
mcn rangscbikt baar wcl ccns ondcr do lcmniscalcn. 

De pool-Tergelijking hceft den cenvoodigcn rorro van 

a-p* — (>*—«*) 

of , p ■= I , en do exoentricilcil der cllips = e stcliende, 

r» = l- cKiinSv (17) 

De inbond der kromme lijn wordt, voigcns de formolo (8), 

1= ■.(/>> + ?>)* 0») 

sijnde cene bckcnde uitdrukking, cn bctcekcncnde dcn inhoud des halvcn 
cirkcls, wclke de koordo van bct elliptisch quadrant lot radius hceft. 

Voor de reclificatie geefl de formulo (9) 

• ■ * 

C d* 
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= frp {1— c»(2— e») ««.'y) 

~~ (l— c».««.» V ) (f— e»(2-o») ««.» 9 ) 

Byaldicn meu nu stcll tang. tp = jT^T — ») ' '""^ ' ^ ' Ter ^ r 9^ men ' 

i a»(l— »h/(l—c») , 1Q . 

{(l-c») + cW V} |/(l-c»„».» V) 



Volgcns deze formule is de rcclificalie afhankelijk van bct vcr 
clliplischc funclic van de derde en van de eerste soort. Doch mcn kan 
ecnvoudigcr herleidcn, door aan te nemen 

COt.w 

tang. 9 a- _ ; 

1 — c 2 

want in deic voorooderstelling tal de bcrekening voeren tot: 

(»-«»)*. »» m 

{' — «* (2- e>)*in*»} i/(l— c» ««.»«) 1 V 



Hct blijkt derhalve, dul de bogen van de 
krotnme lijn (men iou ie oneigenlijk clliplieche lemnitcata kunnen noe- 
mcn) mcclkundige voorstcHingen ijjn van elliptitche functitn van de 
derde toort, bcbbcndo ecn' negatieven parametcr, welke begrepenial we- 
tcn lusscbcn — 2 c» en — 1. Volgcns de formule (19) iou do parametcr 
posilief iijn ; maar, gelijk in de theorie der ellipliscbe funclicn beweien 
wordi, is de cene formole tot . do' undcro hcricidbaar met lusachenkomst 
ecncr goniomelrische uildrukking, cven too alsook do functiecn met ne- 
gatievo parametcrs, grootcr dan — c», hcrlcidbaar irjn tot andero met pa- 
ramclcrs, die kleioer dan — 1 aijn, doch bij lusschenkomst eener logarilb- 
mischo uitdrukking. 

Indicn men de balvo groole as p der oorspronkclijke ellips niet = 1 
stell, maar onbepaald laat, ial de formule (20) wordeo. 



■ 
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p*o s frt 

d*~ — — -1—3 • • ■ -( 2I ) 

Bijaldien de primilieTO ellips ccn brandpunts-afsland hetft, juislgclijk 
aan de halve kleine as, wordt c* = ^, of q*—\p* , en alsdan is 

d , = _J___2 ....(22) 

en in dit geval is dcrhalrc de modulus dcr funclic dczclfde als dio der 
funclie van de eetste soorl, door middcl van wclke dc rcclificalie dcr bcr- 
nouilliaansche lcmniscata verkregcn wordt, naraclijk: modulus = y' l • 

Vbor bet quadrant dcr krommo lijn kan men, in de forraulen (20) 

— (22), het ncgaticve lcckc», v66r bct twccdc lid gcplaalst, vcrwisselen met 
het posilievo tcckcn, omdat dc grcnzcn van m zijn 0* en 90* , als die van 
den oorspronkclijkcn hoog <jp zijn 90" cn 0°. 

Maar voor het quadrant is nu ook de lcngte afliankclijk van ccne 
coroplcto functie van do derde soort, en dcze kan, volgens ccu tbcorcma 
van Lkgkndrk, bcrckcnd vtorden met behulp der funclicCn vau de ccrsle 
en tncedo soorl. In dc formulc (20) is de paramelcr — c s (2 — c s ), cn 
vvannccr 1 — c 1 — A 1 wordt gcstcid, zal b de complemcnlairo modulus 
wozcu; crgo wordt de parametcr — — (1 — 6 1 ) ( 1 -|- A*) = — (t — 6*) 
__1 +6«__i +6».6 1 . 

Wanneer do parameter eencr funclio van de dcrde aoort is klcincr dan 

— c 1 en grootcr dan — 1 , wordt hij voorge»teld ondcr den algemccnen 
vorm — 1 -J-6 1 . sin* 0; crgo is hicr sin.^O — l» 1 en dus «n.fl = 6, 
coi.o = c. Do formulo nu van Lkgkkdri voor de berckcning ecner com- 
plete functie van do dcrde soort, door roiddcl vau functiecn dcr twccde e» 
ecrste aoort, is, voor het gevol dat de parameler lirsschcti dc aangeduidc 
negalicre grcaxen ligt(t), 

n' 



(I) Zle tlCElBBE Traiti itt /cuetitmt tllipliyuti, Tonae 1, 112, p*g* 138, of 
Taaemm, TrmHi tUmtwtmir* dtt fmcrhnt tlHptiyvtt $ 86, pagv 103. 
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nT>;-rftj+ A( ; 0) 6 h*+ [?/(«) -st«)]^H'Wi(w|. 

.tm.Q . cot.o i j 

En dcie toepassende op do formule (20). too korot Toor de lengte 
ran hel quadranl dcr cllipliicbe lemniscala 

S = b* F'(e) + - j j « + [F'(c) - E'(c)J F(6 lfl ) — F'(c) E(Afl)} . . (23) 

c I 

In deio (ormule hehben F,E,F',£' de bekende beteekenisson, on 
A (6,0) is = v /([— ft» 9in*Q), cn dcrhaWe = v/(t — 6*) = ci/(l+6'). 

Voor bel bijzondcro gcval der formulc (22), is c = \^\ , b=\/\ en 
9 = 45"; crgo is dan de lengto van hct quadranl, als mcn de lengte p 
ilcr halregroote as van dc oorspronkclijke cllips onbcpaald laat, 

S' - 1 P V2 . + i P V* { ^ + [F V • ) - E V- )] F( V /«. , 45«) 

-F'( v /j) E( v /f,45')} • • • (24) 
cn dete formule laat tich nu, met behulp der elliptische tafclcn Tan Li- 
GBKDRK, gemakkctijk, dal is onmiddellijk, tonder inlerpolalie, berekeuen. 



B. 2*. Is, in de oorspronkelijke Tergclijking (I), a* — 6* ,6» j>osi- 
lief; a 6 Terschillcnd Tan /3*, maar heeft /3* hct aftrekkings-teeken Toor • 
ticb, dan is die Tcrgclijking 

(•» + ,»)»-.£.»_£,», 

a* a* 
of, cvcn als borcn in de formule (16), 

(#» +0»)» ==/ ,». P »_ y s J ,» (25) 

Do kromme lijn is nu eeno cigenlijko lemniscata, en tg is mede bo- 
kend ats ceno zoogcnaamdo loctpunten-krommc lijn; haro punten trjn na- 
mclijk de Toclpuntcn der loodlijnen, gelrokkcn uit het centrum eener hy- 
pcrbola op deriehcr tangenten, hcbbendc dete byperbola ecno cersle ©f 
werkelykc as = 2j> en ecno dwarsscho of imogtnaire as = 2 y. De asdcr 
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is mede — 2p\ do raaklijnen, gaande door den kooop, tijn de 
asvmptotcu der bjpcrbola, cn vormen dus mel dc as ecn boek, wiens go- 

oiometrijcho Uogciu = ^ i». Voor het gerel der gclijhiijilige hvpcrbola i» 



boek ccn balro regte boek, cu de lemniscata is dan deiclfilo als die 
Tan Bbb.nouiixi ; dil gcfal hccft dcrhahe ptaals als a 1 — 6', B* negatief, 



en B* — is. 



Do poohergelijkiDg dcicr lemniscata is 

r»-/>'-(p'+o').m. 1 ,, (26) 

of, de excentriciteit dcr byperbola = 1 stellcnde, 

r» = p» — ' p (27) 

Oe formule (8) voor de inhoadsbcrekcning ial geveo, vermits de grenien 
^ van den boog <? lijn 0 enboogtang. (_Z.), 

i = i (p 1 +9 1 ) •^*[Hfer^J-)]+(ji*-» 1 )«^*i^) 

-M + ^-f»)*^^!) (28) 

wclke nitdrukking bekend is, en overgaat in p* Toor de lemniscata Tan 



Voor de reolificatie is, uit de formulo (9), 

= ^ (^- ( po-g*). ,».! ,>} 



l^»|-f>» + g»)B<iB.» 9 } ( f «-(p«_ fl *)..«.>,,} * 

t ■ v« — » ivieiVKVU uvrwe iu »«nwu tunci y — — 

sal 



Do betieiding vrordt verkrcgen door te stellcn tang. <p = tL y», 



{«• + <p«- 9 «)««.» V ) ,/{? 1 -(P 1 +? 1 )™. 1 V') ' 
C 3 
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hicrin «».* tir = — — — sin.* •> •lcllendc, komt cr eiudelijk : 
fis^ P *1 — 5 . .(20) 

Ncemt mcn de exccnlricitcit aU ccnhcid, of (/^+g 1 )^. , »oa i» 



9 5 d 



. . (30) 



1-p 1 

de ware a» der hypcrbola = 2 , dal is p = 1 , cn Tcnler 
g 1 o 1 

— i == — *— f= 7» , zoo gnat de formulc (29) orcr in derc meer 

p % +q* i+q* 

ccnToudigp 

(l—yM 3* 

^^-^ 2 - 1 . iz^i : -7 < 23 *) 

{H — *««. , <"J V fl- 7 J *tn.»«j 

Hct blijkt dcrhalve, dat dc bogcn der bier bqichouwde lcmniscala 
tncclkundigc voorslellingen zijn ran cllintischo funclicn dcr dcrde soort. 
Do modulus y kan clko wuarde hcbhen tusschcn 0 cn I . Dc amplitudo 
u kan xich nict uitilrekken v»n t> lo4 90'; wanl 



9* 



^ JP' + g* 7* . (attg* <p 

*" «j 1 'p* + q* ./«y.'V 

t>n daar de gTcpiwaarde van /ewy/. p ia — aeo wordt ifie ran 

f 
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, = * , ■ 



7 4 



welke alleeolijk toot p = q , dat is allccolyk bij de geljjkzijdige hyperbola, 
= 1 kan wordeo. Het is dan ook hierom, dat de berckening der lcngle 
Tan hct lcmniscalisch quadrant nicl geschieden kan door middcl der com- 
pleto funclio tan de derde soorl, allhans niel oumiddelijk; wanl wel ii 
waar, dat men, door in de formulo (29*) te itellcn 

r 

*in.» •* = . - «n.* X , 

1-3 7 >(W) 

deielre herleidt lol ecne anderc, in welke de grens van het argument 1 is 
£0°, maar die andero formule is zamengcstelder, en moet op bare beurt 
wederom tot ellipliscbe intcgraJen gebragt worden. 



1 27 1 

Do paramclcr i-ken toowel posilicf als negalicf zijn. Zoo lang 

7* 

7* ii <| is dote parameter ateedi posilief. Voor y*=| » hy nul; de 
functie Tan de derde soort gaat OTcr in ecne tan do eerste soort; p wordt 
= q; en de formule (29*) is atsdan de bckende rcctificalie-formulc Toor 
de gewone lemniscata. Wordt y*^, too ts do parameter >0, maar de 
grens Toor de amplitudo u wordt kleiner. Voor 7 1 = | , heeft mon een 
parumcler = 1 , en 9* = {-p* . Voor 7* minder cn mindcr dan | , wordt 
q kleincr en kleiner dan p, maar do parameler wordt grooler en grooter 
dan ecn. Dit aangroeycn heeft geeno grcnzen ; do figuur dcr lemniscala 
wordl, btj het langcr cn langer worden Tan bare as in Tcrgclijking Tan bare 
hoogtc, meer cn mecr uilgcrckt, cn nadert de rcgtlijnige rigling ran harc as. 

Rijaldicn 7*>y wdt, tal de paramctcr ncgatief tjjn; eTenwel tal 
deszelfs waardo niet tot hct oneindig ncgalicf kunnen toenemen; want rnor 
7* nabij =1 , wordt do paramcttr n»bij = — 1, cn tijrie waarden liggcn 
das tasicben 0 en — I. In dil gcTal der negalieve paramolers behooren 
do lemniscaten tot hyperbolcn, wclker eersle assen 2p kleiner tjjn dan de 

twee 
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tweedo assen 2q, en wclke ohoo geacht knnnen wordcn te zijn de orer- 
censlcmmcndo of vcrwante hjpcrbolen vau dic, welkcr cerslo ossen 2p 
groolcr zijn dan do tweedo asscn 2q. Dcnkt men indcrdaad bij clko hy- 
perbola, tot wclke ccnigc lemniscala bchoort, tcvcns do OTcreenslcmmende 
of verwante byperbola (in de supplemcnla-bocken dcr asjmptotcn), zoo be- 
hoorl ook lot deze eene lemniscata. Er bestaan, zoo docndc, twce slclsels 
van lemniscalen, die mcn overecnslcmmcndc, vcrwantc, of ook \rc\comple- 
menlaire lemniscaten zou kunncn hcclen. Van hct ccrsle slclscl hcbbcn 
de recliGcalic-formulen moduli kleiner dan | , amplitudinct, welkcr grcn- 
zen bcnedcn 45' blijven, cn posilicvc parameter*. Van het twecdo slel- 
sel sijn de moduli dcr funclieen van do ovcrccnkomslige lcmniscalcn juist 
de complcmenten (1^(1 — 7*)) van de moduli dcr functicn Tan dc Iem- 
niscalen dcs ecrslen slelsels, en dc grenzen der amplitudines zijn mcdo d* 
complementen der grcnzcn van de cerslgcnocmdc ampliltdines; maar do 
Parametert dcr funcliccn van het Iwccdc lcmniscalcn-stclscl zijn ncgalief. 

q 

Zoo mcn dcrhalvo roor ccnigc lemiscata hceft tang. tp = — , zalvoor 

de complementaire lcmniscata tang. <p = — wezen. Dcze wcdcrkcerighcid 

levert eene cenvoudigo bclrckking tusschcn dc inboodcn dcr bcido lcmnis- 
caten op; want, door middcl dcr formule (28), zal mcn bcrindcn : dal bct 
vcrschil tusschcn die inhouden gclijk is aan (p 1 — q 3 ). Voor dc lcngte 
der bogen beslaat dergeljjk ecnvoudig vcrband nicl. 



B. 3*. Mcn kan nog opmcrken bct geval van a % —b 3 , maar b* 
negalicf, zoodat a 1 -f- 6* =0 zij; doch om ccno cenvoudige en bdangryko 
uilkomst tc verkrijgcn, mocl mcn nog aanncmcn a § =/3 6 . 

Pe vergelijkingen der krommc lijn worden, bij deze hvpotbesen, 
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(*»-,*)> » p »(»i + ,i) (31) 

(32) 




De kromroe Igo is byperbolisch eo niet onbekend. Zij bestaat uit vier 
byperbolitcbe takken, rondom dcn oorsprong der codrdinaten regclmalig 
gelegeo, ereo als eene gclijkzijdige hyperbola en hare orereenslemmcnde 
(hyperbola), zoodat ook de lijncn, gaande door den oorsprong cn roakende 
btlre regte boekcn met de assen, asymploten ran do rier lakken tijn. 

De rectificatie-formale geeft tot uilkomst: 

^=^-^~" 2»); 
Cos. 2f 

dat is, sleUeode 2j> «* 00' — u. , 

* = ~ p • Ti^h 1/(1-1 ''"'^ v) (33) 



•-»{— ,F(J f /« t¥ ,) + E(Ji/«,v) + wl.v.A(i»/3.*)> • • (3*) 

■ 

In deie formule ijjn de grenswaarden ran y nul en 90*, of nui 
en }*; £ hecft de gcwone beteekenis = \/{\ — J «'«* . y). De formide 
geldt slechts roor ecn' der balre takkcn in cenig octant; voor de gihcele 
uitgcstreklhcid ran y = 0 tot y— j*. dat ia, ran <j>= j;r tot g ■ — 0 wordt 
i, zoo als bchoort, oncindig. 

De omgekccrdo kromme dczcr hyperbola ran de twcede orde zal een' 
lcmniscatischen rorm hcbbcn. Erenwel is zij eeno lcmniscala mct ricrstrik- 
kcn, boedanige hier minder opzettclijk orerwogcu wordcn ; hare orthogonale 
coordioatcn-rergelijking is ook ran den zesden graad ; zij is dus eenelem- 
niscaU ran dc twecde ordo, en zou, wegens den rortrt der rcrgclijking 

met dicn der cubische parabola), cubischt lem- 
D nit- 
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niscata kuoncn genoemd wordeo, Den parameler p als eenheid beschou- 
wende, zoo is do polaire co&rdinaten-vergelijking 

p — ± p . cot. 2f (35) 

Maar indien mcn dc asymptoten der oorspronkclykc h yperbolischo kromme 
als coGrdinatcn-assen aauncemt (en dcze zijn tetcns de raaklijnen, gaande 
door den knoop der lomniscata), dan heeft mcn 

p — dtz p . stn. 2 (f , 

en onder dozen vorm u de kromme Jjjn bekend, als lol eene krommeliju 
ran de rijfde orde te behooren. De iuboud van eenigen sector is bepaald 
door do uitdrukking |/>* {{*«». 4 tp+ p} , en dus wordt de inhoud van 
een der Tier lemniscalischo strikken i]>*n, dal is gelijk aan den halvcn 
cirkcl, op do halre as p als middcllijn beschrevcn. 

De reclificatie geeft, met dexelfde notatio als boven voor de hyperbo- 
lische krommo lijn, 

r 

i)s= —pdi/VO — 4 *«'«•»» cn s = — p E (J- v/3, y) • . (36) 

Ergo hceft dezo lemniscala hct merkwaardige, dat, voor den modulus 
\ V/3 (hebbendo ahoo lot hoek ccn' hoek ran 60'), haro bogen ecnvoudige 
moetkundige voorslellingen zijn van do gcwono clliptiscbc functiecn dcr 
twcedo soorl; do lengte van cen' der oclantcn is dan ook = E'(Jv'3)- 

Er bestaat ecne blijkbarc ovcrccnkomst of vcrwanlschap tusschen dezc 
uitkomslcn, on die, wclko tot de gcwone lcmniscata en gclijkzijdige by- 
pcrbola betrckking bcbbcn. De vcrgelijkingen namelijk van do gclijkzij- 
dige hyperbola cn van de lemniscala, die haro orogckeerdc is, zijn, als 
men do cxcentriciteit dcr hyperbola — 1 stclt : 

COS. & (f 

waaruit gevondcn wordl, zoo men cos.2f — w». 1 »/»' slelt : 

V 
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r Voor do lcngle van ecn' faoog dcr hypcrbola, gcrckend Tan eenige 
waardo van t</ (ol u>'=0, dat ts lot aan deo lop der hyperbola, 

«' = /rrw^. V ' £( V i , V') ~ E(l/i , V ) + 1 %'i , V) • 
V Voor dc lengle van ecn' boog der lcmniscata, bij dezelfdc ampliludo, 

Mindcr lotlendo op de coefficienten, of op de modult, dan wcl op 
dcn vorm der vcrgelijkingen, zoo bbjkl, dat de formulcn Toor do Icng- 
lo dcr bogcn van do gewone gclijkzijdige hyperbola en van dio, wclke bier 
genoemd is van de twecdo ordc, genoegzaam dezelfde gedaanlo bebbcn. 
Alleeolijk komt in de ecrste tang. u>' voor, en in de tweede de omgekecrdo 
waarde eot.y>' f en io de ccrstc tijn dc tcekens van F en E legengcslcld 
aan dio van F cn E in do Iwccde ; maar in de tweede wordt ook do am- 
pblodo v»' juist in eene tegengesleldo rigling gcrckcnd. Gelijk verdcr, 
in de reclificalio-formulo der gelijksijdige byperbola, een term voorkorol 
{ F (f/f ,</>') , welke de rcctificatio dcr ovcrccnkomslige Icmniscata gceft, 
xoo is er ook in de rectificalie-formulo der hjpcrbola van de twecdo orde 
een lerm E(j-i/3,^>), wclke dc Icngte ecns boogs van evcn groole am- 
plitudo dcr met deze hyperbola ovcrcenstemmcndo lemniscata voorstclt. 

Bij de gcwone bypcrbola (ongelijkzijdigc) cn lcmniscala is 

p, . = »*,. C9S. 2 cp ; 

trekl men nu lot het punt der hyperbola, hcbbendo den voerstraai r, , en 
de polairo abscis qp , eene raaklijn, en laat mcn, ujt den oorsprong, op 
deze raaklijn ceuo loodlijn ncder, zoo is bct voctpunl dczer loodlijn cen 
punl dcr Icmniscata, en dczo loodlijn p t maakt dus, aan de andcro zijdc 
dcr as van dc lemniscala, ccn' hock q> mct dezclvc, gelijk aan den bock, 
wclkcn de vocrslraal r, , aan gcne zijdc, met de aa maakl. Hicruit volgt, 
dat do punten dcr leraniscala kunnen verkregcn wordcn, tonder het trck- 
ken van raaklynen tol do bypcrbola. Men Irekke namelijk uit het ccntrum 
der hyperbola, aan elke sijdo dcr as, ccn' voerstraal, elk een' hock 91 met 
de as makende. Z.00 men dan, uit hcl snijpunt van clken voerslraat mcl 

D 2 dc 
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do byperbola, ceoo looillijn op dcn anileren der beide voerslralen laat val- 
len, zal hct voclpunt een punt dcr lemniscala wezen, en men verkrijgt 
dus, op deze wijze, steeds vicr symmclrische punten dcr lemniscala, iodien 
de voerstralen ook naar dcn anderen tak der hypcrbola verlengd gcdacht 
worden. 

Hoetecr nu de puntcn der lemniscala van dc twccdo ordo niel even- 
eens, door middcl dcr overecnkomslige hyperbola van de twccdc ordc, ver- 
kregen wordcn, beslaat cr loch ecnigo overcenkomsl in de conslruclic. Men 
heefl namclijk de punlen dezcr Icmuiscata, door cersl le werk te gaan als 
boven bij de construclic der gcwone lemniscala, cn alsdan uil de voet- 
punten dcr gctrokkenc loodlijncn wcderom andcro loodlijnen op dc tegen- 
orcrgesleldo vocrslralcn dcr liypcrbola von de twccdo orde tc lalcn vallcn; 
do voelpunlcn dczer laatste loodhjnen zullen punlen der lcmniscala van de 
twcedc ordo zrjn. Want uit dc vergelijkingen der beido kromme lijnen 
(lcmnisc. en hyperb.) hccft men dcze cenvoudigc belrekking lusscben dcr- 
zelver vocrstralcn 

p = r cos. 2 2 9 — (r .pot. 2 i/ ) . cos. 2 <p . 

Do ccrsto factor is de uildrukking der projeclio van dcn voerstraal r 
op dcn overcenLomsligen voerstraal r aan dc aiidcrc zijdo van de as, en 
dczo uildrukking vcrmcnigvuldigd mct dcn tweedcn faclor, gceft de uit- 
drukking dcr genocmde projeclio wcderom geprojeclecrd op dcn ccretcn 
voerstraal r, aan dc ccrsle *ijdc dcr as van do hvpcrbola der tweede ordo 
gclrokkcn. 

In dc reetificatie-formule dcr gcwonc gcrijkzijdigo bypcrbola beteekent 
do term tnng. t/>'A , i//) dc lcngto van hct gedcclte dcr raaklijn van 
de hypcrbola, gerckcnd von bcl punl der hypcrbola, overccnkomcndc met - 
do ampliludo y>' , tol bcl voelpunt dcr loodlijn, uit den oorsprong op dczo 
tangens ncdcrgelalcn. In dc rcclificalic-formulo (34) dcr hypcrbola van dc 
twecdo ordc, hicr bcschouwd wordcndc, hceft de tcrm cot. \p . £ (y l/3 , i//) 
wel niet volslrekl dczclfdc belcekcnis, maar dc slelkundigo uitdrukking voor 

de 
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de lenglo ran hct gelyksoorlige dcel ccncr raaklijn, vrordt tocb uit de bc- 
ilanddeelen fan dezen term geronden; want do stclkundigo waarde rau 
col . 1/f 

dit dccl is = — — — , en de rorm is dus de omgekeenle ran dien des bo- 

reogenoemdcn lerms der rcclificatic-formulo ran do golijkzijdigo byperbola. 

Ecn rcrdor roortgezct onderzoek zou waarschijnlijk andcre putilcnran 
oTcrcenkomst tusschen de beide bypcrbolcn en lemniscalcn leercn kcnncn, 
en bet ondcrzoek der eigenschappen ran do lcinniscata len opzigte ran 
hare gclijkc bogen, sommcn of rcrschillcn ran bogcn, multiplicalic en di- 
risie of parlilie ran bogen, zou stcllig, crcn als voor de bcmouilliaanscho 
lemniscala, belangrijke uitkomslcn geven. Ik bepaal mij erenwel alleenlgk 
tot de narolgcnde nict onbclangrijke bcschomting. 

Dc amplitudo y moet gcrckcnd wordcn ran nul tot indien de 
polairo abscis <p gerekend wordt ran }n tot 0. Maar bij hct iulcgreren 
tusschen grcnzen kan men de orde der grcnzen omkccrcn, zoo mcn slechls 
do tcckens dcr tcrmen, dio geintegreerd wordcn, rcrandcrt. Mcn kan dcr- 
halre roor de rectificatie-formulcn dcr hyperbola en dcr lcrnniscata ran de 
tvreede orde, welke bicr beschouwd wordcn, stcllcn (gcmakshalvc den para- 
mcler p~\ nemende, en dcn modulus nict icbrijrcndc) 

s = {iF( V )—E(vO — wl.V».A («/')}, 
■ = E(u.). 

Men ncroe nu op de lcmntscata twee bogen, gerekcnd ran ecn' der 
loppcn (b. t. ran af dcn rcglschcn top), eu bcbbcnde <p, cn qp, tolpolaire 
abscissen, zoo is bet rcrschil in lengle dezcr bogcn een cnkclo boog s, , 
wclks lengle gevondcn wordt door dc formule 

»1 = E(Vz). 
zunde i/», = 90° — 2p, cn tp, =90"— <p, . Voor ccn' boog #, der by- 
perbola, welks cinden door dezelfdo roerslralcn, en dus ook door dezelfde 
polaire abscissen bepaald zijn, is terens : 

D 3 t, 
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*, =i{F(V^)-F(V' l )}-{E(«/'J-E(^ a )}-{^(^ 1 )w/.V' I -A(./' 1 )co/. V ' 1 }. 

Voor cen' anderen boog s a dcr lcmniscata, en voor dcn orcrccnkom- 
sligcn boog der hyperbola, beide bepaald tusschen twco voerslralen, welkcr 
polaire abscissen tyn <p' t 9',, sal men eveneens hebben 

s^E^O-E^), 

= i { F ('/'',)- F (Va)} ~ {E (</'',) ~ E O',)} 

— {A(y'i)co/.y', — AfViW-v',} • 

Noemende nu * het verschil der bogeu s, on s, van de Icmniscala, cn » 
het verschil der bogen #, en van dc hypcrbola, soo hccfl mcn 

• = {■(*,) + E(y',) } - (E(Vi) + E(y'J} , 

- =1 { F (v,)+ F (v'i)} - i (FWW,)} - {E(yJ+E(y',)} 

+ {%,) + %',)} - {Afyjco/.y, -hA(V,)«>/.y',} 
+ {A(V',)w'.V» + LWJcot. y',} . 
Maar indien men alell (de modulus steeds =\V* 

eos.fi t =» eos. y^ co*.y' a — »1«. y, *««. V'a • A(. u i) , 
co*. /«, — co». y, cos, y', — *in. v, **»• V'i • A(/«,) • 
tal men, volgens do thcorie der cllipliscbe funclieen, bebbcn 
F (V,)+ F (v'i)= F (. u i) 5 E(Vi)+E(y' a )=E( i uJ-t-|*ifi.u,*«».V',*» rt -V , 'i . 

F (V'i)+ F (V'i)= F (.«a) » E(Va)+E(v'i)=E(*f 1 )+f««.f< 1 #*ii.Vi««.V'i • 
Ergo 

t = E(u,) — E(u j) + f {*in./» l «rt.Vi««.V's — *««./* i *«'«.y, *««-V', } » 

ff '= H F (/',)— %i)) — ff — {A(V,)«*-Vi + A(V',) w/.v',} 
+ {£(y,) <?<"". Va + A(v'i)^'-V'i} • 

Nu kan men do ampliludines Vi en Va 'ood^nig ncmen, dat do func- 
tiefin F(vt) cn F(v'i) coroplemcntair sijn. Alsdan is F(,aj) = F"(j-i/3) 
en /*, = !«■• Met de beide andero bogcn Va « n V'i kan dil cvenecns 
gcschieden. Ergo FOsJ — F^,) en E(/*,) Ei>,) , en er komt derhalve 
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9 = | {sin. v , sin.y i — *i'n.y a sin.y\ ) , 

Mca hceA alsdan ook, Termits het complement 6 Tan den modulus o gelijk 
is aan v /(l_f)_.l, 

| tang.y t tang.y\ — 1 ; \ tang.rp^ . tang.\\>\ = 1 j 
cos.y. cos.y- . s i . , . 1 

Derhahe 

_ , f «n. 2 i/», *t'n. 2 v»j | 



Hcn besluit dicnsTolgcni dat, zoo mcn op do lcmniscala Iwcc bogen necmt, 
in Tocge dat do complementcn der dubbclde polaire abscissen (90* — 2f) 
Tan elk paar nitt OTereenstemmende uilcinden (y , , en t^' 2 ; i/»', en V'j)» 
ito amplitudines ijjn Tan twce complemonlairo clliptiscbe functiccn der 
certle soort, bebbcnde ^t/S tot modulus, alsdan hct Tcrscbil, zoowel 
Tan dezo bogen als Tan de oTereenkomstige ercneens bepaalde bogen der 
tiyperboliscbe kromme, eene stclkundigo uildrukking tot waardo zal hcbben, 
of, anders gezegd, reclifiabel zal wezen. Do cene boog op de leroniscata, 

heb- 
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bebbende pj en <p, lot polaire abscissen Tan uileinden, kan naar welgo- 
Tallen genomen wordcn, cn de abscissen dcr uilcinden Tan den andercn 
boog Tforden alsdan, met bchulp dcr Tprcnstaandc belrekkingcn, gevomlcn. 

Men kan ook tcggcn : too op de lemniscala twce bogen genomen 
worden, wclker Tcrschil is reclifiabel en lCTcns bepaald iloar du stelkun- 
dige uildrukking der bovcnslaande waarde van ff , dan zal het Terschil der 
OTerecukoroslige hypcrboliscbe bogen mede reclifiabel tgn eo bepaald door 
de uitdrukking dcr waarde Tan „' . 

Dcze cigenschap beefl OTcreenkomst mct ccne cigenscbap der gcwono 
lemniscota, door cbasles opgcmcrkt, cn bloolclijk Tcrmeld in ccn dcrbla- 
den Tan de comptes rendus over den jare 1846, namclijk : 100 op ceno 
bernouilliaansche Icmniscata twee bogcn genomen worden, welke eTen groot 
zijn, of, welkcr Terschil =0 is, zal het Torschil der OTereenkomstige bogen 
Tan do OTereenslemmendo geiijktijdige bjperbola rectifiabel aijn; dezo ei- 
genacbap is derbalvc, als hct ware, ecn bgzonder goTal Tan de beweiene. 

In plaats Tan het Tcrscbil, tou men ook do som Tan twcc bogen kun- 
nen beschouwcn; doch ik wil tbans niet langer bij dit punt terwglen. 



G. Hct laatslc geTal Tan Toorgeslelde herlciding is dat Tan a 1 = 0 cj 
6* =0, bij voorbeeld 6 1 = 0 , cn /3* = — «*(*)» dat is, in de oorspron- 
kclijke Tergelijking (1), ( 9*= — a°. Dcte vergclijking wordl daardoor 

a* 



(2) Indieo /3«=+*», of vrel jS«=+«« ii, ooUUat de TergeHJkiog 

s*=f>* + 

De kromme Bjn, 101 welke dete Tergeliikiog belrekkiog beeft, U datrom in de algemecn.- 
beechouwiogen in den tekM niet oTenrogeo, wjjl haar rorm oiel lemniecatiacb, en barc 
reetifiealle eindig ii. Det ia eene kromcne Hjn, bebbeode twee takkeo raet paraboliicb« 
eiTmptoteo, verbonden door eeoe aa, welker leogie it 2p. Bare poolvergeujklog ii; 
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of, als boTea -* — »' «lellcndo, 
o* 

x* = />»(*> — y») (37) 

, door do vcrgctjjking (4), 



r cw.* V (l +cos.2<f)* 



(36) 
Do 



•o dete, toowel tlt de Tergelijkiog' op orthogoaale eobrdiotten, kunneo* getebl wordea be- 
grepcn te trjn in de Tergelijkingen (10) eo (II), tub A OTerwogeu. IogeToIge de pooi- 
tergelijking heeft mca deie teer eenTOudige eonsiructie der kromme l\]a. Trck, door bet 
einde der hthe u p eene onbepulde loodl^n; Terder, boren en onder de u, twee onbe- 
pulde Toentnlen, mtkende gelijke boekea q> met de u; breng bet gedeelte Ttn eendeier 
Toerttralen, begrepea tuucbea den oortproog en de too eren genoemde loodl(jn, metpen' 
eirkelboop op de as orer, ea trek, door bet uileinde deter oTergebregle leogte, wederom 
eeae Joodlljn door de U; de puoten, in welke tij de beide Toerttralca toijdt, rullen punten 
Ttn de kromme lljn wetea, welke men Terrolgent op de negetieTe rigtingen der Toerttrtlea 
ktn OTerbreogeo, om de OTereenttemmende punlen Tta dea toderen ttk der kromme t« 
terkrijgen. 

De inboud tu eenigeo poleirea teetor Tolgt niet dedelijk uit de TergeUjkiog (8),i 



! = [Ung.f + {/«*.'•) , 
eo dut, b. t. Toor p=45 B , I = Jp* , wtermede ul OTereentlemmen tooc de 
bet btWe hjrperbolUch tegraeoi, bebbeode (rea*. *— p) tot pijl, 1' = }^* . 

Toor de reetifiottie Tlndt men, beitij met foraule (0), heUiJ regtttreekt ait de 



i$ - p.Hang.f. i/(l + 4rov'?) . 
t = { p{fn,.fW +4 tw f) + i^ef.[ata V .. + V(l- l ^ V .« f )]} . 



KeaToudiger it de ultdrnkking, wtnneer mea, lieutj ia deie, betiij io de Toorgttade, 
2 tnng. f — tang. } ttelt ; mea heeft «Itdta : 

* = i p {tmnf.i> •<•. i + Lf. tana. (45° + i $)} . 

K 
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Do vcrgclijking (37) is een bijtonderc vorm van do vcrgolijking (14), 
co, cven al» dcze, hecfl zij betrckking lot eene lomniscalische kromme Ign, 
van wclko — omdat y 1 , in dc nabijheid van dcn knoop, hoogslcns = 
kan zijn, of ook, op oneindig kleincn afstand ran den knoop, wcrkelijk 
y* — x 1 tal weicn — de langeoten, die door deo knoop gaan, een*barvcn 
regten hoek mct de as 2p zullcn makcn, too als dit bij do lemniscaia van 
Bernouilli plaals heoft. 

Men heeft dezc lcmniicata lang gekend, doch ik vind er nieti mecr 
van aangeleckend dan cene constructie cn de quadratuur. Wcl staal mij 
Toor, ergens gclozcn le hcbbcn, dal fagsaho zich mot hare bcscbouwing 
zou onledig gehouden hcbben, doch het voornamo gcschrifl van fagsako, 
Produizioni mathematiche (1750), ia roij nimmcr ondcr de oogen ge- 
weesl. Dat ook fagnano de reclificalie in gonoegzame voltedigheid zon 
bcbandcld hebbcn, komt mij zclfs zoer twyfclachlig voor. Ook eulkb, die 
in de Novi Comment. petropolit., tomo VI, ovor dc lcmniscala van Ber- 
nouiUi (zoo verre hare reclificalic aangaal) geschrcven beeft, en raeermalen 
op den arbcid van fagsaso verwijsl, gewaagl van de hier bedoelde lcm- 
niscala nict. 

CllAHER bedicnt zich van dczo lcmniscata in sijn werk : Jntroduction 
a Vanalgse des lignet courbe* algibrigues (p-igo 495), bij de vcrklaring 
van hot gebruik der krcmme lijnen in de melhode der matima en mfnima, 
en wel in hel voorbccld, om do halvo hooglo te vindcn van dcn groolsloii 
reglhoek, dic io ocn gegovcn cirkcl kan beschrcvcn' worden. Want den 
straal van dezen cifkel p noemcnde, cn den inhoud dcs rcgthocks ipy , 
zoo komt mcn lot eene acciuatie, welke dcn vorm (37) kao aanncmco. 

Wal do conslructie aanbelangl, mcn kcnt dczo zcer cenvoudige : Trck 
in den cirkcl, welks slraal is p, coue middcllyn als at dcr lcmniscata; door 
dezolvc eenc ioodrcgte koorde; verder een' straal, gaande door ccn dcr 
uilcindeo van deze koorde ; daaraa uit bel snijpont der koorde rael de as 
eeno loodlijn op dezen slraal gclrokken, cn dc lengle dezer loodlijn, met 
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ecu' cirkelboog, op «le posiliete cn negaliete riglingen derkoonle, overge- 
bragl hcbbende, too verkrijgt tncn tvree punten der lemniacata (*). 

Do inhoud der krommo lijn kan niet door de formulo (8) gevomlen 



(*) Ook kto meo deie eeutoodige cootlructle uit de Tergelijking (37) tfleldeo. Betehrijf 
op de halte aa f eeo' behcn eirkel. Trek uit eeo der eiqdeo »eo de middellrjn p eene 
willekeurige koorde, eo uit het endere einde deter koorde eene loodiija op de ruiddellijn 
p, eoo men dao die koorde unoeemt te *Qo de ebeeit *, nj deie loodlijn de ordin»»t ij 
wcxen . 

Do lemnitewt» T»n BernovUH kon op ondertcheidene «rijton ijeconttrtieerd worden. Het 
it niet moeijelijk om audere contirwctiecn aia te wijteo, d»n de gewene en bekeode. Ik 
teltt tulk* T*n minder bekng; doeb km niet naUten te doen opmerken, d«t de toopetop- 
gegerene oonttruotie mede ep de leraoUeaU ttn lernooilli teepMielijk it, en wel omdtt de 
rergeJijkinj; deter Itaitte tot den Torm dtr Ttxgelijkiug (37) k»u yebr*gt worden, door een 
«nder eleltel T*n COordlnaUn le betigen. Ffeemt men namelijk de actiecfhuekige ooordinelen 

clkander ooder eeo' hoek tea 43° loijJeo, eo wanuer men de eofrrdintlen ten optlgte »u* 
deie atten ooemt f eo q , too herleidt men de tergelQkiog der lemnitcat» tao Bernouilii, 
welke voor de regtboekige *tten U 

(#• + ,•)• = r«s:.» (*»~y») , 

tot dete «odere , 

r* «=,«(?. + f» r 'S), 

r* = p«(5'-r5* !/2 + ,•-»•) = /»• (r'--«) 

Deie atqoetie drvkt aleow ewo telMe terband wit Hietoben r en it , hoedaoig de rergelij - 
king (37) tuttebeo * en y. Ergo kuooeo, bij aeowendiag t«o bet geooemd teheefhoekie 
•iel*e], r en j» gecontlrueerd worden, «oo *J» boten, ten «antiea der oodrdintten x en jr 
»»n de andere lemoiicau U Toorge*chrereo. 

lo weerwil r»n het nu aangeweteo rerb»nd tutichen de Tergclykingeo der ooderwerpe - 
lijkc lemnitcata eo die Ttn Beraouittl, it de eertle loch geen rerm Ttn de laattte. Wmi 
de Tergeiykiog detee laattte ken nimmer OTergeen in de Tergelijkiug (37), termil* de 
coeflideut, welke tteedt genoemd it »' , de bepaelde wearde tan 44* toor de leroui*c*U 
eeo Beroouilli moet hebben, en dn» nimmer gelijk nul k»n aangenomen worden. De on- 
derwerpetijk» lemniteaU U eerder ewn Torm eener andere, uit de inrjding T*n een* bcl et. 
kegel oottlaande, too eit m f 0 deter bljdrage tal 

E 2 
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worden, wgl dese, roor bet geral ran />* =0, eerst nog eene wijzigiog 
of conToudigo herleiding sou moeten ondergaan, daarin hcstaande,dat mon, 

alrorens 6* = 0 te stellen, Toor -j- schrrjre q, daarna q — p, en alsdan 

A = 0 in die termen, welke 6 nog inhoadeo. Hierdoor yindt menvoorden 
inhoud der gcheele lemniscalische ruimto J »* , en dus j grootcr dan de 

- 

ruimte, ingeslolon door de lomniscata ran Bernouilli, too dete dezclfde Icngte 
van as heeft ; en deze uitkomst was rroegcr reeds bekend. 
Door de recuficatie-formole (9) verkqjgt men: 

. _ 2phq> t/ [CM. 1 2<j> (I +cos. 2ij ) 2 + sin. 2 2>j 1 1 — eos. 2<r) 1 1 
*""(l+ew.2 9 )»K { ) 

2/; I / (cos.* 2<f + 2<j> iang.*<p 1 

~l + co*. 2oi^ ( cw.2<j> j 

__ poy I f 1 — 3 tang* 9 + 4 tang.*<j> 1 

Om deze formule ,tot elliptischo integralen te brcngen, stelle mcn 
tang. <f — tin. y , waardoor zij zal orcrgaan in 

^ p dif» { t — 3 tin. 1 y + 4 4 ^,} 

1/(1 — 3«s'is. s u> + 4#in. 4 g,} 

ji . i . /ang. V 1 — tnng. 1 4, + 2 /ang'. 4 ^ 
3 (1 +«ois£.'+) 1 ' v tangStp + 2/on^. 4 *} 

Hicrin nu wederom 2 /an^. 4 \jt — lang. 4 1 w , zoo komt mcn tot 

. = ___________« 1 — j(2+l V2) sin.* u 

{1 -(1—1/2) #sn.»|-}« V{i_j (2 + 1/2) ««.'-} * 

Substituerende #»'«.» j» = |, (| — cw.w), Termcnigfuldigcnde teller 
en noemer Tan het gebroken met {(! + 1 /2) — (l— 1 /2) cm.»} 1 , 
en herloidcnde daarna bcboorlijk, zoo ontslaat eindelijk : » 

o* 
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\ _j a iV»{3 — cm.»» — m.nn.'.»,} (1 -- c 1 ftn. s «} 
~ ' (1 +n*in.» »)» c'*in.' «) ' 

in welke, tot meerdere eenToudigheid, grsteld i*, 

» _ j/2 _ m , 
*l/2— 1 - n , 
• + • V 2 = c » . 

Du vcrdcre bebandeling dexer formole, Tolgcns regels, daartoe uit de 
tbeorie der cllipliscbo functicfin bekend, hangt Tan eene secr wijdloopigo 
berekening af, Tan wclke bet genoeg moge xijn, hier de nict xeer cen- 
Toudige uilkomst to rermelden, te wcten: 

, f <3«+m) {n(2+n) + (3+2«)c s } m+3c s 2mc s "l \ 

+ L 2»Mt+») J' n J + 

, , ^o^f^n+m *in.u.ca».<»v/(l — «•*««,*•>) , «•in.»» |/(1 — c s «n.*») 
~ H,f ' l2(l+«) 1+«««.»« T ' i + n.«n. s »» 

n + 2c» r l-(n + 2c* „■„,»„) ^ 

4«l/(«+c»)' 5 S 'L 2(n+ c»j». iin.*. i (1-c 1 *»'/!. 2 »>)J 

+ *L_ AvMwT- __>+ _1 { ,39, 

«y/(« + c s ) 6 *L Y{l-« , *«. 1 «Hj 

Daar tang. 9 — tin. 1/» , en tang. y = (jV|) tang. { •» is, xoo wordt 

fin. |w 

'"*'° V ( ,- ( ,-,' 2) ,,„..{■■} -^- 



Do grenten Tan 9 irjn 45° en ««/; derhaWe moeten, met ? — 0 en 
<i>— 45 a , orereenstcmmen « — 0 cn »_180'. Hieruit floeit soort, dat, 
om de leogle Tan een der lemnucalitche quadrauten te bepalen, de for- 
(39) moet wordeo genomen tusscheo de grenten 180" en 0*. Ten 

E3 
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aanzien van dc termeo, die roet ceoigo elliplUche functie worden gemulli 
pliceerd, komt dit neder op bet verdubbclcn van dezclve, en op het ?er- 
menigvuldigen met de complelo funclieCn. En wat betreft de volkomen 
geinlcgrecrde tcrinen, deze hebben, roor beide de grenzen, dezelfde waar- 
dijen, en vervallen alsoo uit do integraal. Ergo tal de formule voor de 
lengle van het lemniscatiach qttadrant den vorra hebben van : 



S = (|/>rM8) {A.F'(c) + B.E'(c) + C.n'(»,c)} .... (40) 

De pnramcter n is hier kleiner dan ecn, maar posilief ; denselven = 
eot. 2 o stclicode, too wordt de complete fuoctie n afbankelijk 
van E cn F, door middcl vau dc 



n(«,c)='i?^^ 

(tie LEGKKDtRS, TraiW etc. I, pag. 134), in welke © = y/(l— «») k. De 
subslilulie tiiervan en de verdere ontwikkeling worden nagclaten, aange- 
tien do coSfBcienten van F en E, zeUs bjj overbrenging der volstrekle ge- 
tallenwaarden van n,m,c,b, xeer taraengestelde uitdrnkkingen worden. 
De vorm der cindtiitkomst vertchilt evenwel zeer weinig van dien der fot- 
mulo (23). 

Stehle men, even ali sniRlT Toor de gewone kmmscata decd, 



r - V p) (1+0,.«,«)* ' 



dan zou men, voor het geval van wi = 1, vcrkrijge» 

r = (2p — r)eo*..p . 



fiij uo gewone lemniscala iou dete vergeljjking zjju r =pcot. f , eu 
tot een' cirkel, hebbendc p lot middellyn. Bier is do verkrcgene 
vergekjking slnktelrjk wci die eeucr Ujn van den vierden graad, rnaar *y 
heeft den vorm ran de vergelrjking eens cirkel*. en er bestaat dus ecnigc 

ov«*r- 
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overeenkomst tusscben d« bijsondcre gcvaHen van m = 1 , zoo voor de 
gestelde vergelijking, als voor die, welke uit dc vergolijking dcr lemniscata 
van Bernooilli wordt afgeleid. Bij desc laalste boefl de cirkel ecne sland- 
vaslige middellijn; bij do eerste is de middellijn veranderlijk met den voer- 
straal. Mcn kan de kromine lijn dan ook gcroakkelijk met den cirkel, die 
2p tot «traal heeft, en mct een anderen, die, r willekeurig nemendc, 2p- r 
lol mrddeiltjn heeft, conslruorcn. Ook indicn mcn ecne parabola conslruecrt, 
bebbende p tot brandpunU>afsland, en dat mcn op de voerstralen, uit het 
brandpunt- getrokken, deelen neemt, die aan de projeclieUn dezer vocrstra- 
len op de as gelijk zijn, sullen de uiteinden deser deelen punten van de 
kromme lijn wesen, betgecn dadelijk blrjkt url dc pool-aequatie 

2p . cos. <p 2p 

r =-L — . cos. <p . 

1 cos. <p I + eos. <f 

Hoe eenvoudig ook do vergelgking deser kromme lijn mogo schijnon, 
zoo hangt hare rcclificatie van eene zamenslelling van ellipltsche integralon 
af, veel meer ingewikkeld zijnde dan de formule, soo even, in de onmid- 
deljjk voorgaaode beschoovring verkregen. 

Necmt mcn p = l, soo beeft de byperbolische lijo, welke de omge- 
keerde kromme der orerwogcne lemniscata is, tot pool-aequatie 

''= l fe +J+c "-4 

crgo is bet quadraat van hareu voerstraal gelijk aan j van de som der 
quadraleu, bcschrevcn op de overecnkomstige voeratralen cencr gowone 
lemniscata cn dcr ovcrcensleromende gelijksijdige hyperbola, en op de koorde 
van bet quadrant eens cirkels, hebbende de balve as der lcmniscata en dcr 
byperbofa tot straal ; — indien de parameler niet = 1 vrare, zou betzclfde 
klaarlilijkelijk nog plaats vinden ten aantien van bet p-voud des voerstraals. 
Dit is het ceoige belangrijke, dat van de byperbolische lyn, die ais grond- 
Jijn van de beschouwde lemniscala kan aangemerkt worden, vcrmelding 

ver- 
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Terdient. Een rerder Toortgeiet onderioek, Toornamcljjk mel oogmerk ota 
uit te Torscben, of er roerkwaardige betrckking tusschen oTerccnslemmcnde 
bogen deier kromme lijnen beataat, heeft niota bijzonders opgelererd. 



D. De bebandelde gerallen tijn de toornaamste, in welke, door bij- 
aondcre betrckkingen tusachen de cocfficienten o», *», het onder- 

loek dcr reclificalie tot eenige wclenswaardige uitkomst Toert. Men kan 
OTenwel nog andcre belrekkingen tusschen die cogfficienten stellen, door 
welke de Tergclijking (1), (3) of (4) lot lemniscaten behoort, welkerwor- 
ding opmerking Tcrdient. Ncemt men b. t. aan, dat, in de Tergelijkitjgen 
(3) of (4), de coefficienten Tan «in. a a> of eos.2j> gclijkiijn, datis: stelt 
roen (a 6 — /?•) = (a 1 — b 1 ) , of «• , /3* , o» , b 1 in rckcnkundige eTenrcdig- 
beid, ioo behoort de Tergelijking tot eeno lemniscata, welkc ia de ortho- 
gonale projectie der sphaerische lemniscaia. ETen ioo als de gewone Iem- 
niscata de eigenschap heeft, dat hel prodoct dor orereenkomstige Toerslra- 
len, uit de beide braudpuntcn getrokkcn, gelijk is aan de tweede roagt 
der excentriciteit, kan men xicb ook Toorstellen op de spbaer twee puoten 
oq de lemniscaliscbe lijn, wclke do eigenschap heefl, dat het product der 
sinussen of der tangenten Tan de gehcclo of dw halre sphaerische Toer- 
stralen, utt genoemde ponten lot eenig pant der kromme gelrokken, stand- 
yastig gelijk itj aan de twcede magt der sinus of tangens Tan dcn halrcn 
spbaerischen afstand of Tan bet | des afstands dier puntcn. Nemende de 
sinussen der halre «pbaerische Toerstralcn, noemende Torvolgens den sphao- 
rischen afsland der beide punten 2*, den sphaerischen centralen Toerstraal 
p t en q> den «pbaerischen hoek, begrepen lusscbcn dcn roerstraal p eo de 
■phaerische lijn, welke door pasgenoemde spliaerische brauilpunten gaat, 
loo komt men, uit desphaerische drieboeken, welko p, «, en de brandponts- 
Toerstralen tol lijden hebben, lot de belrekking 

eos.t = eos. 2 f f (1 — sin. 1 * . sin. 1 <p), 
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* 

. , COS.t 

1 — sin.v sin. 1 <p 

Dcie i* de vergclijking dcr sphaerische lemniscala, door robbrts op- 
gegeven in cen arlikcl, Toorkomendc in Deel VIII, pag. 2^3, van licl 
Journal de mathtfmatiques, par LIorjvlLLB, en uil welke vergelijking, door 
decen wiskumligc, de rcctificalie der sphaerischo lemniscala is opgemaakt. 
De lengte der bogen Tan dczc nict vlakko kromme lijn haugt af van ccnc 
elliptischc funclio der ecrstc soorl, hehbcnde eeu' modulus, van welkcn dc 
boek lusscben 0 cn 45" kan vcranderen, terwijl, bij do vlakke lemniscala, 
de moduhis standvastig is (4). 

Do orlhogonalc projcctie der sphaerischc lemniscata op bcl Tlak van 
ecn' groolcn cirkcl, loodrogt staando op dc middellijn, welko men door 
den knoop dor sphaerischo krommo lijn golrokkcn kan denkcn, is ecno 
vlakke lcmniscala, Tan wclke de ccnlralc poolvergelijking iccr gcmakkclijk 
uil de bovcngestclde aequatio wordt afgclcid. Want do hoek <p blijft in do 
projcclie onvcrandcrd ; dc projcclie van den boog 0 wordt eene rcglo lijn 
r, zoodat r = sin.p is; cveneens wordt de projeclie Tan den boog « eene 
lijn c, diosf ( 'n. « is, en hiermcde wordt do vergclijking der projcctie van 
tlc spbaerische lemniscata 

r ,_ Vd-c») _ 4(1-*») 

1 — 9 (1 — cUin.^y ' 

Slelt 



(4) Yoor het oogmerk des ooderaoekt vto Bobmti U de vorm der vergelijkiog vtn de 
•phteritrhe lemniic-iit letr geschikt. Wildc mta dea vorm meer overeeakomtlig met dieo 
der poolTergelrjkiog rto d« vktkkc Itmaljctu tlellea, dtn tca men, deor b.v. c»».»ip tot 
/•»»*. * { » te herleideo, hebbea 

(1— e»$. i)' + ttn.» t . eot. 2« 

(ang .»« p s -i i— 1 ) 

1 3 Hl.l 

waat hij den or-ergtog Ttn het iphtcriich vlak, lot het plttte vlek gtlt dctc vergelijkiogook 
io de gewone poolvergelrjkiog der , 
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SleU raen f/(a — = too kan men dcze Tergelijking achrijTen 
onder den Torm 

r i_ 4ff (i— q) — g^- 1 ^ .... 

ovcrcenkoniende met of be grepen in den algemeonen Torra (3) der pool- 
▼ergelgking Tan de lemniscalische krommo lijnen dcr eerste orde. 

Deze lcmniscala kan nimmer ecne bcrnooilliaansche wordcn, wgl de 
hock, luuchen de as en de centralo langenten, altijd boren 45° blijft, 
zgnde het maximnm der waardo Tan dien hoek bepaald door de betrekking 

c 

daar nu <lo siraal van den bol — 1 is, zal c steeds kleiner dan 1 moelen 
wcion (5), en Toor elko waarde Tan e, tusschen 0 en 1, xal de waardo 
Tan rin. x <p altijd >|, en dus <j> > 45° worden; c = 0 kan alleenlijk 



(5) Dit wordt hier kortheiihhdre io het eJgemeen getegd ; doeb, de eigenlijke grootite 
grent Toor de waarde Tan' e i« niet alleenlijk kleioer dan een, maar kleloer dan i */8. Bij 
de beachouwiog der projectie Tan de tphaeritehe Ieraniscata wordt namelijk Toorondertteld, 
dtl dete kromme lljn tioh niet uiutrekke tot in de hemitphaer, beneden bet projeetie-*lak 
gelegeo. Ii o'=j, en j* = i of y = | , dan la de grootite tphteriache Toerotraal p juitt 
= een quadrant, en de projeelie Ttn deten Toerttrael moet dua aan den «tnel I dee bol» 
gelijk weaen; betgcea ook bUjkt uit de rormule (41) »1« men j>=0 en « = * etelt. Hoeieer 
dan, op den bol, «ia,« »lle waarden k»n bebben Tan ttul tot cim, moet men, om geene 
projeetie te Terkrijgen, welke ran de lemnueatbche figuur afwfjkt, de waarde tan c= *»».« 
kleiner dan } [/3 atellen. Toor groolere waarden tan } , boren i, tou het ook kuanen 
gebeureo, dat de formuie (43) eene negatiere uitkomit toot den tnhond opleTerde, betgeen 
inderdaad teer wel kan plaaU rinden, ait de «phaeritehe lemnlteaU tot in de onderate belft 
Ttn het opperTlak det bola (en dut beneden het riak Tan projeetie) i« uitgettrekt, en dient- 
Tolgeoi eene projeelie heeft, beataande uit deelea, welke aan beide ttjden Tan het rlak Tan 
pcojeotie lijn genomonj want de inhoud Ttn het cene deel moet dairdoor, ten opilgte TtO 
dieo det anderen deeii, ali negatief aingemerkt worden bfl bet iotegreren. 
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«ii,» == | opJevereo. Nog duidelijker blykl dil, iodien men /ong.ip 
bepaalt uit «'«. q> ; vraot roor tang. <p komt alsdan de waarde L , co q 
besteudiglijk < 1 sijode, sal <p altijd > 45° wcieo. 

ZH r = — — , too komt uit (41) , OTereeokomstig dcn Torm dor rer- 
gelgking (4), Troeger gesteld, 

{(l+o»)+c»«>*.2«>}» l * ^ 

Hiermede de loepassing makende op formule (8), Terkrijgt men voor den 
inboud der lemoiscata 

l~l±Z±. {4 V / (43) 

1 



Docb mct de herleiding dcr recliucatic-formule (9) achtjnt gcen gc- 
wewcbt resultaat verkregcu te kunoen worden, welke bepaalde golaHcn- 
belrekkingcn men ook voor c* , of voor q, mogt 



Het voorgaande betrcft inzonderbeid de Iemniscaten van de cerete 
orde. Het onderzoek zou tot lemniscatcn van boogere orde kunnen uit- 
gestrekt worden ; dan sk eindig hier dezo beschoowingen met alleenlijk nog 
te. vermeldco, dal mon, bebatve lemniscalen vau Tcrschillendo orde, maar 
hebbemlo algcbralsche of zuiver gontomclriscbe acqualieeo, ook nog ondcr- 
scheiden kan lcmnLscalcn, die eene transcendenlale vergelijkiug kehbeu. 
Zoo b. v. f is eeno cirkelvormige abscis, z eene polaire of difcrgereude 
ordinaat, loedregjt doer de cirkelvormige abscis gerigl, en « <lc grootilo 
waarde van «v, voor welke % eene beslaanbare waarde kao erlaogen, sal 
de krorame Ujo* welker vergelijking is 

(«*— e>») (44) 

(agealgk tot de ktassa ven elKptisehe spitalen behoorendc), geacht kuonen 

F 2 wor- 
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Monlen te trjn cene transocndenlale lemniscata. Haar Torm fs Etrirer lem- 
uiscatisch, en hare rectificatie wordt gemakkelijk Tan eene ellipliscbe inte- 
graal afhankclijk gemaakt. Eclkr maakt ran den Torra deter kromme 
ign ter loops gewag in syne Jntroductio in analytin infinitoTum, Yol. II, 
Gap. XXI, pag. 302. 
» 



S II. 

Na deze bescbouwingcn, tot welke do Tergelyking (3) of (4) aanlei- 
ding gaf, moet nu gebandcld worden oTer andere wijten Tan wording der 
lemniscatcn, onderscheiden Tan de Troegcr aangeduide, gelijk mede oenige 
Toorbcclden moclcn worden bijgebragt ran bepaalde geTallen, in wclke 
lemniscatische kromme lijnen kunnen onlslaan j alleenlijk lal het hoofdtake- 
lijko hieromlrent worden aangestipt. 

a. Indien de generalie Tan lemniscalen, als omgekecrdo van hrperbo- 
lischc kromme lijnen, boTen is ToorgestelJ als eene algcmccno wording, too 
is tij nogtans de ecnigc niet; want tonder detelve als orogekeerde kromme 
lijuen aan te mcrkcn, kunncn ty ook nog op ondencbeidene andere wjj- 
zcn uit gegerene kromme lijncn geborcn worden. Reeds is Tan eeno 
andero construclie Tan lomniscaten uit bjpcrbolcn gewaagd, want de voet- 
punlen der loodlijnen, uit bet centrum eoner byperboliscbe kromme op 
hare opTolgcnde raakltjnen nedcrgelaten, moeten noodwendig in een' lem- 
niscatiscben omlrek tijn gelegcn. Do lemniscaten tijo dus niet alieenhjk 
omgekcerdo Tan hyperboliscbe kromme lijnen, maar ook loogenaamde voet- 
punlen-krommo lijnen dcr hypcrbolen Tan Terschillende orden. En niet 
tlechts uit opene kromme lijnen, gelijk de byperboleo tijn, ook uit geslo 
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lene kromme lijnen, too als ait ellipscn, cirkets, ovalen, enz. kunnen de 
lemniscatcn op raecr dan eene wrjte voorlkomen. Eindclijk, daar elke 
kromme lijn kan gedacht wordcn le zijn de meelkundige plaats der door- 
snijdings-punten van andere lijnen (helzij regle, heUij kromrae, hctzij regle 
cn kromme lijnen), aan eeno bepaalde wet van heweging of verandering 
oudcrworpen, zoo kan ook een dergelijke oorsprong aan do lemniscaten 
locgckend vrorden. 

Men denke b.v. eene ellips. Eene middellijn gclrokken, en ergens op 
bet verlengde dezer middcllijn een punt O genomen bebbendc, zoo trekke 
men, door dit punt, eeo bundel van slralen, genoegzaam verlengd om door 
den omtrek der ellips gesneden te worden. Op clken slraal bestaat aldus 
eene koorde der ellips; men brenge nu, te rekenen van het punl 0, en aan 
wederzijden van betzelve, op elken slraal dc lengte der overeenkomstige 
koorde over, zoo maken de uiteinden dezer slralen van bepaalde lengte 
eene meetkandige plaats uit, en deze is eene Icmniscala, van wolke het 
punt 0 de knoop is. Zij is wel sjmmetrisch, maar niet lcn opzigte van 
de bovengenoemde roiddelltjn, too dese is eenc willekeurige, en niet de 
groolste of de kleinsto middellijn. ilot is toer gcmakkclijk, de vergelijking 
dezer leraniscata op te maken. I* b.v. do gekozene middellijn de groote 
as der ellips, too is haar verlengdo de as der lemniscata. Nemende nu 
het pnnt 0 als oonrprong van regtboekige coflrdinaten, stellendo wijders dc 
halve ataen der ellips a en b, en d den afctand der roiddelpunten van de 
ellips en der lemniscata, too viodt men voor de middelpunts-vergelijking 
der lcmniscata 

{t>*x> + o>it*y=ia*b* {(•»*» +oV)-«*V} • • • ( 45 ) 

welko. vermits rf>a, en dua (a»-** 1 )»/* eigenlijk is — (rf» — o») y» , 
ook behoort tot de vergelgkingen, begrepen in de aJgemoeno vroeger ge- 
slolde vergelgkingen (1) en (2). 

Voor eon oirkel is 6 = a, en doi 

(*»+y')'=4{0» (»»+ y >)-rf'y»}, 

F 3 en 
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en deze gaat over in de 'vergelijking der Icmniscata Taa BEBJiooilu, 
neer d 1 *= 2«* wordt, cn in de daad maken alsdan — doch ook in gccn 
ander geval — do raaklijuen, uit 0 tot den cirkel gelrokken, een' rcgten 
hock met elkander. 

Dcselfdo construclie op andcre geslotcne kromme lijnen herhalende, 
komen er insgelijks lemniscalen, die ccbter tbo hoogere orde lullen 
zen, en enkel of dubbel kunncn sijn. Neemt men b.v. op de 
as cener gevfonc lemniscata, of van elke andere lemniscata der eerste orde, 
ecn punt, en herbaalt men de opgegeveno constructie op beide de strikken 
der lemniscata, zoo ontslaat er ccno dubbele Iemniscata vnn de derde 
orde, dat is cene lemnisoata, hebbende vier symnielrisch gclegen strikken. 
en eeno orlhogonale coflrdinaten-vergelijking van den achtsien graad. 

De vcrklaardo wording is geensains nieuw. Voor den cirkcl is de 
wording der leraniscata van bbbxouilu opgcgeven door cbaslco in een der 
deelen van de compte* rendua de Pjtcadimi* dee tcience* van bet fraDschc 
Institoot (tie ook het Joumal de mattrfmatiquee, jmblid par uocviilb, 
Tomc X, page 451). Dooh het moer algemeeoe voorslel, «sn de construclie 
op eene cllir» toc te passcn, treft men aan in een, soe ik vermecn reeds 
vroegor uitgegeven, noderduitsch gosclirift. Ik hcb namelijk de verklaardo 
wording dcr Icmniscaten ontleeud vati ceno beschouwing, en uit ecn voor- 
gesleld en opgelost problema, voorkomcnde in bet 2* stnk des eerslen deels 
(pag. 44) der Nieutte teit- en nmtuurkundige verhandelingen of 

moeide arbeid komt alles te boven. Aldaar wordt evenwel minder achl 
op die kromme lijnen a|a lemnjtoaten, eo hetgecn van bare recti- 
wordl gezegd, als wcl tot ingewikkeldo berekeningen Toerende, maar 
tot geene merkwaardige uitkomslen, is, naar aanleiding der voorgaacde be» 
schouwingen, Terre af Tan zoo bcslissend te sijn. 
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b. Om de bijwmdere soorten Tan lemniscaten der eersle orde le kuu- 
nen conslroeren, indien men dezelve ols omgekeerde kromme lijnen be- 
schouwt, moet men de bgzondere aoorten van hyperbolcn kennen, uit welke 
sg, door omkeering van de gelallcn-waarden der voerstralen, onlstaan. 
Doch men kan ook eene geheel eigenaardige wording aan de lcmniscatcn 
locschrijven, door te aau to merken als kromme lijoen, welker punten 
verkregen worden bjj de snijding van gewone byperbolen met ellipsen, of 
ook met cirkcls, welker parameters, voor elko nieuwo groep van punteo, 
op eene regelmatige wijze veranderen, en wol met tusschenkomst ecncr 
parabola ; teodat, op deie wijio, do lemniscalcn uit de gewone kegelsne- 
den haron oorsprong onllccnen. 

Men schrjjve de vroeger betohouwde algemeene vergelijking (2) der 
lemniscaten van de eerste orde onder dezen vonn: 

(iv + .V)»=««08»« 1 -«y) (<) 

alsdan moet aangetoond worden, dat deie vergelijking kan ontstaan uit do 
eliminatie der verandorlijke parameters, voorkomende in de vergelijkingen 
van eene byperbola en eener ellips, welke elkander snijden, on telkens van 
afmeting vcranderen. De wet van veraudering deier afmetingen zou ver- 
schillcnd kunnen weien, doch om de mogelijkheid of het eigenaardige de- 
zer niet onbelangrijke wording der Iemniscaten aan te toonen, strekke al- 
leenljjk het navolgende. 

Men dcnke eeno hyperbola, hebbende eene halve eerste as —p, lerwjjl 
de betrekking of verhouding tusschen de tweede on ecnte as iy = (fi : «). 
De vergelgking van dezo byperbola zal sijn 

fi*m\-a* 9 * t -p*0* (.) 

Indion men, in deze vergelijking, p willekeurig taat veranderen, zsd 
*jj de vergeljjkingeo opleveren van alie gohjkvormge faypcrbolen, vrelker 
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•symptoten met de ecrsle assen denzclfden boek iosluilen, wicni goniome- 

trische tangena is = £ . 

« 

Zij ook eene ellips, hebbende ccne balro groolste cn habe kleinjle 

middellyn, welker vcrbouding U 1. En nog dcnkc men cene parabola. 

o 

hebbende een parametcr = zijndc c eenige gegercne lijn. I» nu 

ao 

p ecnigo abscU van dio parabola, wclker top in dcn oorsprong dor 
codrdinatcn ligt, cn de voorname as langs de abscissen-as, zoo wordt 
het vierkant of de tweede magt dcr orereenkomslige halre ordinaal uitgc- 
drukt door: 

*'Ib'*' 

Men nemo cindelijk aan, dat do rcgthock ondcr de balre assen der 
genoemde ellips gelyk zij aan dit rierkant ; indien dan m en n do volstrckte 
lengtcn der halre assen ran de ellips sijn, sal 

tn a „ c s 

en | 

weien. Hierdoor zal de vergelgking der ellips tijn 
dat U: 

6»*», + a i y i i *=(3p.c* . . . (x) 

Waoncer men derhalro aan p verscbillende waanlcn geeft, ran nui 
af tot sekere straks aan te wijsen grens, zal men telkcns ccno hyperbola 
(x) ran andere afmcting hebbcn ; mel dese zal ook telkens een andere 
etlips (>) orereenslemmcn. Deso ellips cn byperbola concentrisch gecon- 
straeerd zijnde, sollende elkander in vier punten snjjden, en de oprolging 
der vicrpareo ran punlen sal ceno kromme lijn doen onlstaan, welker 
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vcrgclijking, onafbaukelijk moetende tyn Tan elke waarde van p, klaar- 
blijkclijk geTonden wordt door 1°. de coOrdinatcn , y, en , , 
\tclkc in de vergeltjkingen (*) en (1) Toorkomen, gelijk te stellen aan de 
loopemlo courdinaten a cn y Tan de begeerde kromine Iijn ; 2°. door als- 
dan den Terandcrljjkcn parameter p uit do genocmdo vcrgelijkingen te 
elimineren. Zulks docnde, komt er 

(6^+a^y 1 ) 1 = e* (0 1 «» — a 1 y») (46) 

Hicrdoor is dan bcloogd ecne wijzc, waarop de vcrgelijking "(?) kan Toort- 
komen, en tCTcns eeno wijze Tan ontstaan of Tan wording ecner kromme 
Ign of eencr soort Tan kromme Ijjncn, hebbende do Tergelijking (?) tot 
algemecne aequatie. Dat deze kromme lijuen lemniscatcn zulleu moelen 
wezen, is ligtelijk in le zien, zoo mcn de snijding der opvolgende ellipsen 
en byperbolcn overweegt, cn OTer de Terandoring Tan dcrzelvcr groolte, bij 
de trapswijzc Tcrmeerdcring Tan p t ccn weinig nadenkt. — Tot zckcre grens 
heeft men mct elk paar ellipscn en hyperbolen steeds Tier suijpunten ; 
bij die grcns cvenwel slechls twco raakpunlen, cn voorbij die grens houdl 
de sngding op, ten blijkc, dat de kromme begrensd en gcsloten is. Die 

grens nu is p = £ c » ; want met deze waarde van p zullcn de Tergelij- 

kingen der byperbola en ellips wezen 

de ellips als de bypcrbola zal derbalve tot eerste as of halve eerslo 
hebben eene lijn = 0 . ^ . Ergo kunnen dcse kromme lijnen elkan- 



der niot snijden, maar raken elkander in do gcmecnscbappelgke toppcn 
der eerste assen. 

G Neemt 
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Reemt men ?oor p eene grootere waarde, b. 

P = P-$ + 

too heeft roen eeno bjperbola, wclker halre eersle as is p , en do oit- 
drakking dcr waardo ran de halre oersto as der orereenkoimtige ellip» 
zal wezen: 

+ "}■'•$• 

en dus klcinor dan fi — + 3; ergo is, Toorbij gcnoemdc grens, dc snijding 

b 1 

der ollipsen en hyperbolen onmogeljjk. 

Deze construclie Tan lemniscaten, door golijkTormigo ellipsen en hy- 
petbolen, leert ook deze waarbeid, welko rroeger, in $ I, reeds door voor- 
beelden bleek : dat toIo Icmniscalen seer onderscheiden kunnen zijn in 
Torm en afmeting, en noglans nabij dcn knoop hetzelfde beloop bebben. 
VVant atle lemniscalen, begrepen in de gerondene aequatic, zullcn, zoo 

lang i. dezelfdo waardo heeft, eok-dezelfde raakhjnen ra den knoop, en 
a 

t 

dus aldaar hetzelfde beloop hebben, terwijl orerigem Torm en afraeJing 
ran a,b,c afhangcn, aan welke men, in elke Tolledige conairucUe, tcl- 
kens eene andere waarde sal kunnen geyen. 

Yoor de gewono Icmniscata wordt de conslruclie eenTOudiger. Slett 
raen namelijk a—b , « = zoo is 

waarfoor, rermits (c* : a*) eeno Terhouding ia, kan geichreTen worden 

(«» + y»)» = rf»(*»_y»), 
en de constructie komt ahdan bicrop neder. 

tk)us*nieer, met eene wrHekenrige harre aa p , eene gclijkzjjdige hyperbola 

w\-y> x =P* . 

Con- 
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Constroeor eeoe parabole, bebbendo eene gegeveoe Ign d tot pararaeter. 
Neera vao dete parabola de ordioaat, bebbeode p lot abscis, en bescbrijf 
mei detelve, aU radius, uit bct ceulrum der geltjkzijdige byperbola, een 
cirkel; dezo snijdl de byperbola, io het algemccn, in vitr punten, wclkc 
sulten zyn punten der lcmaiscala van BfiBffODiLLl. Want de radius van den 
cirkel is \Zdp, en daarom de vergelijking van den cirkel 

Stcllendo nu in deze, en in de voorgaande Tcrgelijking, xf = x t = x 
en yi=Vi — y> en climinercndo p , zoo komt juisl de aequalie der 
bernouillaanscho lemniscala. 

Do oTerweging ran bijzondere gevallen, oTcrcenkomstig particuliere 
waardcn Tan a , b , c , en zelfs oTereenkomslig de teekcns, dio tij zouden 
kunnen bcbben, geeft stof tol uitbrciding dezcr bcschouvf ing ; doch het 
ligt buiten mijn oogmerk, bicrover mcer uit le vrciden. 



c. Door het betoogdo sub a en b wordt aangeduid de wording Tau 
lemnUoaten uit of door roiddcl van kromme lijoen. Thans zal worden 
aangewczen, hoo do lcmnucatUche krommo lijnen uit de sngding van 
gebogene oppcrvlakkcn kunncn voortkomen, cn wel, in do cerste plaals, 
boe do lemnisealcn kunneu boschouwd worden te zljn do projecticen der 
doorsnijding Tan gebogeno 0|>perTlakkcn. Bij Toorkeur, en om de reeks Tan 
I xscliouwingen niet te zeer te Tcrlcngon, zal bier tot voorbccld genomen 
wonlen de snrjding Tan oppervlakken des twccden graads. Opperrlakkeu 
van hoogeren graad kunnon noglans eventecr lomnUcalUcbe sngdingen ge- 
ven; zonder vau de snydingeu met platlo Tlakken to spreken, bcoft men 
b.T. ook leroniscatischc projeclieen uit de snijding Tan eenig oppervlak des 
tweeden graads met cen' kegel dea vierdenof censhoogerongraads, hebbende 
eene leronUcala van de eersle, of vau eene boegere orde, tol rigUjjn. 

6 2 Zg 
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Zij een kegel Tan den tweeden graad, en, meer bepaaldelijk, een 
elliptiscbe kegel. Men neme dcn oonprong der regllijuigo coSrdinaten in 
het middelpunt ; de abscissen>as langs de voorname ware as der kegeblaktc, 
en de beido andero coSrdinaten-assen langs de beide andere boofdasscn. 
too is do Tergelijking Tan het opperTlak : 

b*c*x\ — o»cV. — a a 6»*\ = 0, 

of 

«>*\ -^»**, =0 0) 

iijndc a,6,c zoodanigo getallenwaarden Tan lijnen, dat, ab men op de 
as ran x, cn gcrekend Tan den oorsprong, ccn deel ncemt = a, en den 
kegel snijdt mel een plat Tlak, gaande Ioodregt door de as Tan * en 
door hel uiteinde Tan bot deel a , de ellips, uit die doorsnijding onlslaan, 
tot Toorname of groobte en kleinste middellijncn bebbo lijnen, welker ge- 
talJenwaarden sjjn 6 cn e. 

Hcn denko ook ceno ellipsolde, hebbcnde p , a , r tot habe Toomame 
assen, p de groolste, r de kleinste. Het centrum deter ellipsolde xij ge- 
lcgcn op dc as ran z, op een' afstand d yan den oorsprong ; do as 2 p 
loope eTenwijdig aan de as ran w, dat is eTenwijdig aan de ware as des 
kcgols. De Tcrgclijking deier ellipsolde zal alzoo wezen: 

?»r»*» a + ,*r* 9 * % + pV(*i-«V = P*1* r> • ■ ■ W 

Is nu de ellipsotdo zoo geplaatst, dat zij den kegel kunno snijdcn — 
en waartoo de betrckking, die er tusschen a , c ,p , r en d moet beslaan, 
gcmakkelijk gCTondcn wordt — alsdan vcrkrijgt men do vergelijking dcr 
projeclie Tan de kromme lijn, Tolgens wclke de opperTlakkcn elkander 
doorsnijden, op het Tlak «y, als projectie-Tlak bescbouwd, door, in de 
fcrgelijkingen (/•) en (v), <r, = <Fj=* en y,=y,=y te slellen, en 
daaroa * te elimineren. Deze bewerking zal tot niikomst geren: 

f 1 
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{^(«V+7'r 1 )* 1 +p*{7*r*-fi* f *) 9 *y +p* 9 * y *(d>-r>)> _ 

= 2/>V 7 » {f '[«*#» 1 (^+r 1 ) - 7 »r»(c*>— r")]*> — 

-p , [/? , f'(i , Tr , )+7 , r»(<P-' , )]jf , | («) 

en dese is de algcmeeno aequalie der horizonlalo projectie van de door- 
snijdings-kromme der ellipsoldo mel den kegel. Zij heeft den algemeenen 
vorrn der Tergelijkingen tsji lemniscaliscbe kromme Ijjnen der eerste orde. 
Piaar gclang d eene andere waarde hecft, zal do geprojecleerde krommo 
eene andere figunr hebben, en bet is ligtelijk in to sien, dat dcse figuur 
sal bebooren tot twee der rormen van de cassinolde, en 6f uit twec af- 
gescheidcn oralen zal bestaan, <Sf eene lemniscala sal zijn. Dit laalste 
is alleenlijk bet geval, wanneer &o dcr toppen van de as 2 r der ellipsoide 
door het middelpunt des kegcls gaat; dus wanneer d=r is, en alsdan 
wordt de Tergclijking (47) die eener eigenlijke lemniscata, namolijk: 

{ 9 >(«V+7 1 r 1 )* 1 +/P(y»r»-/?VM 

Voor den reglen cirkelrormigen kegcl is « — /? , cn roor dien, welks 
beschrijTende Jijn een' haWen reglen hoek maakt met deas, is «=(J = y ; 
ergo 

(fMP^+r 1 )* 1 —p* (q 1 — r 1 )? 1 } 1 = 4p*q*r> (^-y 1 ) . . (48) 

Do snjjding Tan een' bol en elliplischen kegel sal, wegens />=o/=r , 
gevcn : 

{(«»+.,>)*» + ( v *_- /? ») y >}> = 4r» y »(« , * , -^V) • • (* 9 > 

Is do kegel regt, zoo is a — /3 , en 

U^+J*)** — (a 1 — 7 1 )? 1 } 1 «rVT 1 ^ 1 ) • • • ( 5 °) 
Is boTendien nog de hoek, lusscben de overstaande beschrijTende Ijjoen 
des kegels, regt, zoo is eenToudiglijk 

x * = r » (ar^-y 1 ) . 

Hoczeer uit deze Tcrgelijkingen blijkt, dat uit de snijding ran een 

clliptischen of cirkehormigen kegel wel kunnen Toorlkomen lemniscaten, 

G 3 Tan 
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van welke do raaklijnon, gaando door don knoop, loodrcgl ep olkandcr 
siaan, zoo verkrijgt men in geen getal de lcmniscala rto Bernooilli. Maar 
de snyding ?an ccn' bol en kegel, in geval van. dexen de zoogenaamdc 
tophock rcgt is, levert ceno prejcctie op, welke is ecne merkwaardige lcm- 
oiteala; want de laalst verkregeoe Tergelijking is dexelfde als de vcrgelij- 
king (37) der lemniscala, over welko in $ I, nib C, gchandcld is, gelijk 
dan ook, \a eene noot aldaar, de wording dezer lemniscata uit de projeetie 
der doorsnijding Tan ecn' bol en kegel reeds is vermcld. Doch het meer 
bijzondere, aan dozo lomniscata toekomendc, kan eerst te dezer plaalsc 
worden opgcmerkt, namolijk : dat tij it de projectie eentr tphaerische 
lemniscata, op de voorondersfelde wijze onistaan, en zieA juist over 
do helft van ket bolvormig oppervlak uitstrekkende, vermits de halre 
as r der Iemniicatischo projcctie juist gelijk is aan den straal dcs bols, cn 
dus juist is de projcctio Tan een cirkel-quadrant. 
/ Men vindl evenssst lomniscalen uit eeno soorlgelijke doorsnijding van 

cen kegcl cn cylinder, of uit dio ran een kegel en van ocncellipliscbepara- 
boloidc. Do snijding tan ccne cliipsoTdo cn van ccno twccvlakkigo byperboloide 
gccft tot projcctie, op cen dcr voornamo middenvlakken, ovalcn of ciron- 
den, rocl soortgelrjko figttrcn uit dcn kegcl vcrkrcgcn, cn met do ovalen 
van Cassini in verband slaandc. Om do wording van goheel symmetrischo 
lcmniscalen uit den kcgcl en den bol, of de cllipaoide to verklaren, was 
het ook noodig, ccno dcr assen van do cllipsoldo of ccne middelhjn van 
don bol te doen invallon mct ccnc der imaginajro assen van dcn kogel. 
Wil men cvcnwcl de zaak uit cen algcmcencr oogpunt beschouwcn, en 
ook op schecvo en on-symmclrische lemniscalcn lellen, zoo moct mcn deze 
bcpcrktng uitsluilcn. Doch bel opzettcljjk onderzock van do nu opge- 
noemde bijzondero punlcn, gclijk ook de loepassing der algemceno forrau- 
Icn (8) cn (9) op eenigo der bovenstaando vergelijkingen, b. v. (48) cn 
(50), wordt thans nagclalcn, Met ecu enkel woord ecbler vcrdient nog 
melding gcmaakt te wordeu van hct ontslaan eener leroniscalischc projcctie 
van ecne niet vlakko kromme tijo, verkregen door de sogdiog tan eeoeel- 
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JipsoTde of van een' bol met een' cylinder, of ook zelfs bij de sngding van 
tweo cylinder-vlakken. Indien b. v. eeno elUpaoide of een bol door eene 
kcgchlakte getneden wordt, is de kromme Tan doorsnijding selvo lemnis- 
catiscb, namelijk eene sphaerisohe lcmniscata op den bol, of cene conische 
lemniscata op don kegol. Bij do snijding ran een' bol en Tan een* cylin- 
der, kan op geen deser oppervlakken eene lemniscatischc krommo lijn 
geboren worden; maar Toor zekeren bjjzondoren sland Tan het projeclie- 
vlak, kan de projeclie der kromme lijn ran doorsnjjding eene strikTorroige 
gcdaante erlangcn. 

Zg cen cirkelTormigo cyhnder, hebbcnde ccn* radios r; hare as ga 
door den oorsprong der coCrdinalcn, en do beschrijvende lijnen denke mon 
evenwijdig aan het coOrdinatcn-vlak xy, Zij ook cen bol, wiens radius 
is p; het ccntrnm tij, op ceo afsland van den oorsprong — a, in de asy 
gclegen ; zoo dan p is > a — r , tal cr anijding Tan den bol en Tan den 
cjHnder plaals grijpen. De kromroe lijn Tan doorsngding tal ccne gcslo- 
teno kromme Ign wezen ; hare projectie op het Tlak a?s is ecno Ign Tan 
den Tierden graad ; die op het Tlak wy is cene parabola, of wcl cen pa- 
rabofiscbe boog, cn dut eeno opene kromme Ijjn. Doch rocn draaije nu 
den crlinder opwaarts, zoodat sijne as, welke oorspronkelijk gerigt ware 
langs do as Tan w, wel in het vlak a>* blijve, maar met dc as w een' hock 
raake, van welko de goniomelriscbe tangcns is r; bierdoor ondcrgaat de 
figour der projectie op bet vlak w z geeno rerandering, maar die op. bet 
ilak wy verkrrjgt Tan lieTerlede een ander beloop, en in zekcrcn hellen- 
den stand van den cylinder sal dit beloop lemnitcotitch wezen. Men kan 
«icb bierran, met een wcinig nadcnkeo, ligtolijk oTertuigen. en dc moge- 
Irjkheid ook nit do vergefijking der projectie opmakon. Voor de aequatie 
van de cyihider-oppervlakle, bij den Tooronderstelden hcllendcn stand der 
at, riodt men, 

*'*\ + (l+^jf 1 , + z\-2r Xl z, = r»(l+r») , 
terwgl de aequatie van den bol is 

*\ 
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Waaniit door diminatio Tan z, na x { — x ^ — x , y^y^y, z t =z s —z 
te hcbben gcslcld , 

{(t«_1),» + (l+r»)y» -(,—)» + .>-r»(l + t»)}« _~ 

_ 4t»x»{/.»— (y-fl)«) . 

Dczo is do Tcrgelijking der projectie op het vlak .r y ,* opdat zij, indien 
de projcclio lcmniscatisch is, den vortn bcbbe van do algcmeeue acquatie 
dcr lemniscalcn Tan do eerslo orde, coo moct Toorccrst dc oorsproog der 
coOrdinalen Terplaatst vrordeo langs de as y , in Toege, dat zij kome in 
dco knoop der krommc lijn, eo teo andcrco mocl t , die nog onbepaald 
is, do Toegiamo waardc erlangco Toor bet ootslaao ccner symmclrischc 
lemniscatischc projeclic. En mcn zicl ligtclijk, dat dit resullaat kan rcr- 
t£* krcgcn wordcn, wanneer men y =jty + " «ubstiluecrl, cn in do onlwik- 
kclde acqualie r en u zoodanig bepaall, dat dc coefficientcn der oncTcne 
maglen Tan j/cn de gehcel slandvasligc lermcn Tcrdwijncn. 



d. Wanneer de snijding ran ecnc gebogcoc oppcrTlakto mel een 
plat Tlak, eene lcmniscalischc projcclio hceft, moet do doorsnijding zehe 
cene Tlakko lemniscata wezen. Zoodanige oppervlakken, wclker doorsne- 
den mcl ccnig willekenrig plat Tlak, 6f allijd, 6f meestal, lcmniscatiscb 
zijn, zou men lcmniscatische oppcrvlakken kunnen nocmcn, al waren dan 
dcze doorsncden niet allijd Tan cen eigculijk gezcgdcn' lcmniscatischen 
Torm, mits slechls mct dezcn Torm Tcrwanl. De omwcntclings-oppcrrlakle. 
hebbcode eene lemniscala tot bcschrijTcndc lijn, do kcgcl- cn cylinder- 
vlakken, hebbende eenigc Icmniscata lot rigtlijo, geTen er, als Tao zcItc, 
Toorbeelden Tao. De lemniscatische oppertlakkcn Tan dc ecrstc ordo zijn 
opperTlakken tqo dcn vierden graad, en onder deze komt, als merkwaar- 
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dig voorbccld, in bijsondere aanmerking, de voetring (tdre). Dcnkt men 
een* cirkcl, wclks vlak gelegcn is in bet coordioalen-vlak en het cen- 
trum in tie as van x , op dcn afstand a van den oorsprong dcr coordi- 
naten, cn laal men dezen cirkel (hebbonde ccn' radius — r) om de as 
van y omwcntclcn, soo is do vergelijkiog dcr voortgebragte ringrormige 
oppcrvlakle 

(,» +!/ a +s » +a >_ rI )a == 4«»( a a + a .s). 

Dc snijdiug van dit oppmlak raet cen plat vlak zal kunnen wezen 
een ovaal, cen ingedrukt ovaal, ccn koppol van ovalcu, cene lomniacala, 
een koppel van concenlrischc of ook van nict concenlrischo, maar evcn 
groote, cirkels, cnz. Dcze uitkomslcn zijn te zecr bckend, om cr opzcllelijk 
aamvijziug van te doen. Tcn aanzicn der snijdingen, welke lijnen vau dcu 
vicrdcn graad oplovcren, boslaan derhaho allo die vormen, welko tot do 
casgiiioidc bcboorcu. Da lcmniscatischc anijdingen hecft raen door elk suij- 
vlak, dat tevcus raakvlak is voor ecnig punl vau het convcz-concavo of 
inweudigc gedcelto dcs rings. Is b. v. dit snijdend raakvlak cvenwijdig 
aan de as van omwcnteling, zoo onlstaat cr ccno volslrcktclijk symmclrischc 
lcmniscata, van wclko do vcrgclijking onder rcgthoekigo coiirdinatcn, als 
dc oorsprong in dcn knoop is, zal wczcn 

(.t^-T-y 1 ) 1 - 4«{rx» — («—r) y 1 } (51) 

Dczc lemniscata bcboorl derhalvo tot de soort, welko in § l, sub B, 2 n , 
is overwogen, cti wclko do vcrgclijking (25) lot algcmccno acquatio heeft. 
Eu wannccr a = 2r, of r — J.« is, zal deze lemniscala ovcrgaan in ecnt 
bcrnouilliaansche, bcbbendo a lot cxccnlricileit of a\ 2 tot halvc assen. 

liicrbij is «_>r vooronderstcld ; slclt men « = r, zoo hocft do ring 
gccuo ojvcning; hcl suijdcnd raakvlak is daarbij ccn vlak, gaando door hct 
middclpuul cn door do omwcnlclings-as, dcrhalvo ecn mcridiaanvlak ; - 
do doorsnijding beslaat uit twee oven groolo cirkols, dic clkander uitwcn- 
dig rakcn. Do lcmniscala kan dus ovcrgaan in een stelscl van twee cir- 
kels, vrannecr dc bcidc leden van haro vorgelijking quadratcn zijn, of licver, 

H nan- 
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wanneer bct tweede lid, xoowel als hct eerste, eene voltedige twecde magt 
is. Men zou ook kunncn seggen, dat de lemniscalische gcdaante mcer en 
meer nabij de cirkelvormigo komt, naar gelang dc hoek, tuascben «lo a» 
en de cenlrale raaklynen, meer en meer tot een' reglcn hock nadert; of 
wel, twee even groole, elkander uilwendig rakendo cirkels kunnen aange- 
merkt worden to zijn do strikken eencr lemniscata, welker cenlrale raak- 
lijnen loodregt staan op de ware as der krommc, en derbaive in of langs 
elkander vallcn. 

Hen zou deze bescbouwingen kunnen uitslrekken, hetzij om andere 
vormen van Icmniscalen, hetzij om lemniscatcn van hoogcro orde te zien 
voorlkomcn, door aan lo nemon, 6f, dat de bcschrijvcndo kromme lijn geen 
cirkcl is, maar eene ellips, eene lemniscala of eene andere gcslotene krommo 
lijn; — 6f, dat de beschrgvendo kromme geene standvastigo afmetingen 
hceft, b. v. een cirkel met afnemenden radius, zoodat de ring, aan de 
eene zijde van het centrum, eene groolsle, en, aan de tegenoverslaande 
zijde, eene kleinslo dikte hebbe, enz. enz. 

De voetring is een omwenlelingsligchaam ; de bcschrjjvendc krommc 
is een cirkcl, cn de rigtlijn medo een cirke), in wolks omtrek het mid- 
delpunt der beschrijvendo kromme sleedj moet vcrblijvcn, terwgl bet vlak 
der beschrijrende kromme voortdurend normaal tot do kromlijnige rigtlijn 
is. Maar de rigtlijn kan ook elliptisch wezen, of ceno andere geslolene 
kromlijnigo gedaanle hebben, torwijl de beschrijvendo Ujn, cirkelvormig, 
elliptiscb, enz. enz. kan zijn, zoodat de snydendo raakvlakketi Tan deze 
anders gofiguroerde ringen lemniscalen van zeer vorscbiiiend beloop sullcn 
oplevereri. Eveneens moet men lomniscalische snydingen vcrkrijgcn, wan- 
neer do ring niet geslotcn roaar open ts, gelijk een goot» of kanaal-oppcr- 
vlak, waarbg alzoo do rigtlyn wederom geheel willekeurig kan sgn. Zelfs 
kan, in cen algcmeenen zin, de beschrijvende lyo ook open wezen; ware 
in dit gcval de rigtlyn gesloten, en b. v. een cirkel of eeno ellips, maar 
do beschrijvendo lijn ecne byperbola, dan sou do riogvormigo oppervlakte 
eigenlyk eeno eenvlakkige hyporboloide zijn, en de lemniscalische soclie zou 
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urt eoD stelsel van iweo regte lijnon bcataan, welke levens de plaets van 
eeatralo raakijjnen touden beklecden. Gclijk dus boten do verwantscbep 
der lcmnigcata met den cirkel werd opgemerkt, blijkt hicr wederom h»ro 
bclrokking tot de regte lijn, gcnocgzaam zoo aU dit met do kegelsncdcti 
bet geval is. 



Bijaldien men xich ter beschouwing toorstelde do oppcrvlakkcn van 
den tierdcn graad, die lemniscatisch xijn, en dcrhalrc, door ccnig willc- 
keurig plal vlak gcsneden xjjnde, snjjdingen zullen geten, welker torm of 
boloop ovorccnkomt met den vorm dcr krommo Iijncn, in $ I oterwogcn, 
zou mon, gcbecl in ovcreenstemming met de bcschouwing dcr oppervlak- 
ken van don twecden graad, hct ooderxock moctcn bcpalcn tot dio oppcr- 
vlakken, welker vergclijkingcn bcgrcpen xijn in do aequatie 

(a-*-+& 1 y- + c 1 z i ) 1 = «•**+/?V + T , « 1 • • • • ( 52 ) 
Ongetwijfeld zou dit onderxook hoogst belangrjjk wezen, en eene teer 
ruirao stofle tol gcwigligo en uitgebreide toepassingcn dcr analysis opleve* 
ren. Helxelte ligt etonwel builen mijn bestok, en ik testig ccnigljjk de 
aandacht op dexe soort van oppervlakken, welker vlakke snijdingen 6f iem- 
niscaten moeton wexen, 6f kromme lijnen, die met do lemniscaten vorwant 
xjjn. Zoo is, b. v.,in geval <*• = /?•, de toornamo snijding in bet cocirdi- 
nalon-tlak xy cene otale kromme ljjn, niot terschillen.de tan de krommo 
in § 1, sub A, overwogent Zoo verre ik woet, xjjn dexe oppervUkken nog 
niet op eene algcmocne en vollodige wijxo belracht, maar wel kent men 
aoramigo oppcrvlakkcn van dexe soort, schoon niot bcpaaldelijk uls lcmnis- 
catischo oppcrtlakken. Onder dexe terdient allcsins gcnoemd te wordon 
de oppertlakte, welker beschouwing tan aanbelang is in de thtorie der 
dubbtU refrattie, en door Fnxssii onderscbeiden met do bcnaming van 
ehttieUtitt-opptrvlaAte. De vergeljjking van dil oppervlak is 

^+y»+,-)». p -*S +? ,y» +r »,S. 
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Jo hoofdsnijdingon zijn do lemniscatischc ovalcn, «clkcr puntcn zijn ilcr 
voclpunlen der normalcn, uit het middolpunl ccncr ellips op haro raakltj- 
neji getrokkon, derhalvo do zoogcnaarode voetpunten-kromme der ellips 
{§ I, B, 1"). Do voelpuntcn-kroromo der bypcrbola — zijndo ccuo eigcn- 
lijke lemniscata (§ I, B, 2 3 ) — kon evcneens worden vcrkrcgcn. wannccr 
de bovenstaande vcrgelijking bescliouwd vtordt als eenc algemecne aequalic, 
welko diensvolgcns, in haar ttvccdc lid, ccn of twco termon mct ccn nega- 
tief teeken kan hcbbcn. En indcrdaad kent mcn ook die vcrgelijking aU 
le behoorcn tot zoogenaamdo voetpunien-oppervlakken, welker punlen na- 
melrjk sijn de voctpunlen der normalcn, gctrokkcn uit hct middclpttnt 
eencr oppervlaktc van den twcedcn graad op dc raakvlakkcn van haro 
pnuten, gelijk mcn zich daarvan, door ecne ccnvouriigc bcrckcning, kan 
overluigcn. Ovcrigcns vcrwijs ik naar twce gelccrdo vcrhandetingcn, du 
eene (van vrocgcro dagtcckening) door PlQcker, ovcr hcl golven-oppervtak, 
voorkomcndo in het 19 dccl, pag. 1 — 44, van hct Journal fiir diereine 
und angeuxzndtc Malkematik, uitgegeven wordcndc door dcn hccr Crblle 
te Berlijn, — do tweede, uitsluitcnd over do hicr bcdocldc voetpuntcn- 
oppervlakken (cn wel inzondcrhcid ovor dcrzclvcr quadratuur cn cubatuur) 
door dcn Italiaanschcn wiskuodige Tortolisi gcschrcvcn, cn bekend gr- 
maakt in hetzulfde Journal, dcel 31, pag. 12 — 40. 



e. Indien men gocdvindt, om de wording ecner lcmniscala mecka- 
nisch to noemen, bijaldien zij onUtaat door de beweging van ecn punt, 
volgens zekcro wot, welke kan voortkomcn, helztj uit ecue bcweging vau 
regte of kromme lijnen langs kromme Jrjncn of langs gebogenc oppervlak- 
ken, hetzij uit de werking van krachten op eon sloffelijk punt, alsdan 
bestaan er ook van dezo soort van generatie voorbcelden. 

Mcn zou onder die voorbeelden kunnen rangschikkcn, dat van de vcr- 
anderlijko beweging dor scbaduw van het uileinde des slijls ecns zonne- 
wijzer», helzij op den roiddag, hetzij op een ander dag-uur, opdat die 
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tchadaw steeds hct oogcnblik van middelbaren lijd aanwijze. Van dag tot 
dag Tcrandcrt dc plaals dcr schaduw vati dicn top, cn ovcr een gcheel 
zonnejaar gcrckcud, Tormcn deze schaduw-cindcn — telkens in dc door- 
uiijding rati ccne regtc lijn en Tan cen der lakketi eencr hyperbola gele- 
gen — dc punlen dcr zoogcnaamdc meridiaan~kt omme lijnen, welke 
eene lemniscalische gcdaantc hcbbcn, cn van welkc men, mel bohulp eencr 
fanclie Toor dc tijds-voreffening, dc Tcrgelijking zou kunnen opmaken ; 
maar hct lijn leimiiscatcu met ongclijkc cu on-symmctrische slrikken. 

Als Toorbccld der beschrijving cener Icmnisrala door de boweging tbii 
een sloffelrjk punt, kcnt mcn ook dal, bij hctwclk dil punt, onder dc wcr- 
king dcr gwaarlckracht, gedwongcn is, ccn' kromlijnigcn boog lo bcscbrijven, 
in denzclfden tijd, welke Toor de daling Iangs dc koordc gcvorderd wordt. 
Ucze kromme lijn is de bcrnouilliaanstho lcmniscata; roaar hct is slcchls 
een hoog, dio bcschrcTcn wordt, cn geensiins do geheele kromme Iijn, door 
onafgcbrokcne beweging. In het XI dcel, pag. 28, Tan hct Journal de 
mathdmatiquet pures et appliqutes, door Liocville, wordl dezc eigcnschap 
dcr lemnucata vermcld, alsof zij gcvondcn warc dobr fc'css {Mdmoiret de 
r Acad, de St. Petertbourg, pour lanne"e J824). Ik Tind nogtans in 
een engclscb wcrk, verschcncn in 1842, cu gclitcld » A collcction of pro- 
» blems in illuttration of the principlet of theorelical mechanics, by 
«WiLLUM Waltos*' (pag. -239), dal dczo cigcnschap was opgcmcrkt door 
den italiaanschcn wiskundigc Saladisi, eu bckcnd gcmaakt in de » Me- 
» morie delP htituto nasionali Italiano, Tomo I, parte 2," (bct jaartal 
wordt niet opgegcvcn). Ook is dczclfdo cigcnschap in raecr algcmecnen 
zin uitgedrukt door Boshbt, iu hctzclfde aangchaaldc dccl van Lioutille's 
Journal, pag. 116. 

Bij de wcrking van cc"ne ccnlrale kracht kan dc lcmuiscata tan Bkr- 
.xooilli door ooafgebrokeno beweging beschrereu wordcn, wanneer dc kracht 
haar middelpunt heeft in den knoop der lemniscRla, cn met ccn Termogen 
werk», orogekeerd OTcnredig aan dc zevende magt van den afsland tot hct 
bewogen pnnt. Ook dit is opgclcckend cn vcrklaard flt het genoemdc . w . 
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werk ran Waitow, pag. 190. Eo nog wordt er eene lemniscata ran Bbr- 
kocilli bescbreTcn, wannoer ecn sloffelijk punt, onderde werktng ran tweo 
krachten, roct eenparige tnelheid bewogen wordt. Daailoc moetcn de krach- 
ten werken in twee rasle middelpunten ; zij moeten, op gclijke afstanden 
ran het stoffelijk punt, cen gelijk rermogen nitoefenen, hetwelk, roor elke 
kracbt afiondcrlijk bescbouwd, omgeheerd evenredig is aan do eerete 
magt ran den afstauil; eo de beweging van bet punt, met ecne gegerene 
sneibeid, moet aanrangcn m het midden ran de lijn, wefke de middel- 
punten der werkende kracblen rerbindt (tie helielfde wcrk, pag, 178). (6) 

Omler do lemniscaten ran boogcre orde, die eene mcchaniscbe wor- 
diog kunncn bebben, is eene soort ran de tweede orde, omlrent welker 
ijeschrijring ik in cenigo mecrdcre ontwikkeling wil trcden, ioo om ten 
slotle cen voorbeeld tc geren, loepasselijk op lemniscalen eencr andereorde 
dan de rroeger bcscbouwdc, als omdal ook de wording dezer lemniscalcn 
aau die ran Bersodilli toekomt. Men kenl dezo wording uit de werking 
ran ecn mcchanisch orgaan, onder andercn in stoommacbinenroorkomciidc. 

Zrj AB of BAC {Jig. 1) ecn hefboom, draaibaar om ecne spil bij A; 
A'B' ccn twcede, booger of Ingcr geplaatsto hefboom, of ecnroudiglijk een 
arm, draaibaar om ceno spil bij hct uitcinde A'. Laat aangenemcn wor- 
den, dat do riglingen deier hefboomcn in betielfde rlak zijn gekgen, dat 
dc armen AB en A'B' eren lang zjjn, en dal, bet rlak dctcr befbooniert 
verticaal tijnde, do horizonlalo afsland ran derzelrer draaipunten gelijk zij 
aan bet dubbcl der lengto ran elk der arroen AB of A'B'; too dan do 
hefboomen horiionlaal gcrigt tijn, tal de rigting Tan de lijo BB', door dc 
vrije uiteindcn B cn B' gaande, rerticaal wcten, en mvallcn met eeno dor 
inwendige raaklijnen JHN ran de beide eren groole cirkcls, door do oit- 
einden B cn B' bcschreren, wanneer elk der bcfboomen gedraaid wordt. 

De- 



(6) Zeer wftarechQnlijk ul dit «ndere roorbeeid der beiehrQvIng ecner lemnitcetdgeleid 
«jo uit eene beteh^ktloe vao Btrti», Toorkoinende in i\jne MttkanieurietMotutmenli*, 
Tomo I, Prop. 93, Cor. 1. 
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Dese Tooronderslellingen wordeo lot racerdere eenToadigheid aangenomen ; 
Tolslrekt noodzakelijk i$ tulks nict. 

Men denke Terder do uileindcn B eu B' gekoppeld door eeno sUng 
BPB', bebbcnde ecne Icngtc, gelijk aan den vcrlicalcn a&tand dcr draai- 
puntcn A en A'. Dczo koppcling bcbbe plaala door middel Tan ipillen of 
scbarnieren bij B en B' , zoodat, als b. v. do hcrboom AB op- of neder- 
gedraaid vrordt door den boog BB of BE, deze bcwcging kunno gcvolgd 
wordcn door de koppeUtatig BB' en den arm A'fi', dio daarbij vcrschil- 
lende slanden zullcn aanncmcn, van vtelkc de bcido uitcrslc in de figuur 
zyn voorgcslcld bij DD' , D'A' cn EB' , E'A'. U nu P hct midden dcr 
koppcklang, eu tijn de bogcn BD cn BE van geene vecl groolcro uilgc- 
slrcktheid dan van ongevccr 18 of 20 gradeti, zoo blijft bet puntP, slaande 
den op- en nedergang dcr heflioomen, gcnocgzaam in de rigting dcr raak- 
ILjo MN, en roet de afwisselcnd cirkehormige beweging van den hefboom 
CAB wordt alzoo, zecr nabij, eeno afwissclend regllijnigo boweging verkrc- 
gen van het puot P , en dus ook van eenig wcrkluigclijk dccl (b. v. cener 
pompstaog, ens.), dat, bg P, met ccno spil, ann do koppclslang BB' mogl 
vcrbondcn itjn. De arm A'B' is hicr dus ecno zoogcnaamde trekttang, 
welke dient om de koppelslang BB', bij do bcweging van den hefboom 
CAB, voortdurend sooveel terug to trckkcn, als noodig is om te voorko- 
men, dat bet middcn P merkbaar van de vcrlicalo rigting afwijke. 

Op grond der wcrking van dit eenvoudig lamenslcl bcrust deinrigliog, 
door Jahbs Watt aan de balansen van lijno vcrbetcrdc stoomwerktuigen 
gegeven, om, root tusschcnkomst van ecn zoogcnaamd scharnier-parallelo- 
gram, de afwisselcnd draaijende beweging cener balans to onllecnen van 
de op- en oedergaandc beweging eener stoom-inigerstang, zoudcr dat deze 
merkbaar afwijke van de zuiver regtlijnigo rigling, noch ccno to nadeclige 
trillende beweging (door do afwijkingcn aan wcdcrzijdcn Tan dc rcgle Ijju 
veroorzaakt) crlangc. Watt maakte op ccno vcrnuftigo wijie gcbruik 
van dit middel ; hct bchoort hero noglans niet, maar was reeds vroeger 
bekend geweest, en ler beweging van slangcn bij pompwcrkcn aangewend. 

Hct 
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Hct is overigens onnoodig, om nadcr te vcrklaren, hoedanig dit mcchanisch 
orgaan in dc zamenslclling van bct stoommachinen-parallclogram voorkomt, 
ook al waro de turigling nict zeer bekcnd, noch in gcscbriflen over, of in 
beschrtjvingcn Tan sloomwerktuigco, omslandig aangcwezcu. 

Gelijk gezegd is, zal de bcweging van bct punt P slechts nabij rcgt- 
lijnig wczen. Draait meu dcu hcfboom CAB vcrder cn verder op of nce>, 
zoo wijkt P mecr cn mcer van dc lijrz MN af, en de bewcging zoo vcrre 
uilstrckkendc als mogelijk is, zal P ecno sjmmclrische lemniscala bescbrij- 
ven, bebbende barcn knoop in het punl, alwaar AA' cn MN clkander 
snijden, dal is io het inwcndig gclijkvormighcidspunt der bcidc cirkels, 
door B en B' beschrcven, cn alwaar P- zich bcvindt, bijaldien de rigtiiigeu 
van beido hefboomen of armcn AB, A'B' cvenwijdig loopcn, zoo als dc 
tiguur voorstelt. De os dezcr lcmniscala slaat loodregt op dc middelpunls- 
lijn AA', cn do lijn MN is ceno dcr cenlralo raaklijnen. Hct punt P be- 
schrijft dus cigcnlijk dat gedccllc van ccn' lcmniscaliscbcn boog, belwelk, 
aan wederzijdeii vau den knoop der krommo lijn, wcinig van do ccnlrale 
raaklijn afwijkl, en vermits in sommigo leroniscalcn dezc afwijking ntct 
zcer spoedig aangrocil, zoo is daarin do reden gelegen, waarom mcn, voor 
geene to vcr uitgcstrcklo op- cn necrgangen dcr befboorocn, de bewcging 
vau hct punt P gcuoegzaam regllijnig kan achlcn ; moctcndo de greuzcn 
van dio uilgcslrcklhcid bepaald wordeu overcenkomstig de bclrckkelijko 
lenglen dcr hefboomcn en der koppclstang. 

Meelkundig voorgeslcld, komt hcl ondcrzock neder op dc bepuling 
ilcr kiommo lijn, bcschrcvcn door het middcn ccncr rcglo lijn van bepaalde 
lengle, welkc verplaalnt wordt tusschcn i!o omlrekken van twcc cven grootu 
tirkcls, zoodat harc uiteindcn stceite in dezc omlrckken vcrblijven. Hcl 
h duidclijk dut dit problcnM slechls ccn zccr hcpaald gcval insluit van cen 
uiecr alircmccri wciksluk, bij Itclwclk dc ciikch A en A', bcnevcus de regtc 
iiju Bl_>', door krommc lijncn (dio zclfs nicl vlak bchocveii le wezcn) wor- 
deii vervangci), cn hcl punl P eenig willekeurig punt der bewogcno kromnn; 
lijn is. Ook in dcn mcer bcperkten zin vnn cirkels en regtc lijneu is 

iieU 
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hot Toorgesleld problema nict algomeenst; daartoe zou men moelen aan- 
nemen willekeurige Iengten Toor de hefbooms-armen AB , AU', ecne wil- 
lekearige plaats Toor hel beschrijvcudo punt P dcr koppclstang, en soodanige 
Terwijdering der middelpunten A en A', dat, in dcn cfcuwijdigen stand . 
de^ hefboom^ ofder armen AB , A'B', dc rigting dcr koppclstang BB' geene J^/'***' 
raaklijn tot de beide cirkels warc. Voor het tegenwoordig oogmerk wordt 
evenwel allecnlijk het nu laatstgenoemde gedeefle dcr mecr algcmeene Toor- 
onderstelling aangenomen, eoodat AB = A'B', BB' willekeurig, maar P hel 
midden ran BB' tij. 

Laat {fig. 2) do liju XX', loodregt door hcl midden O Tan de lijn 
AA' dcr middelpunten gelrokken, als abscissen-as worden aangenomen, en 
alioo do onbepaalde lyn YY', op welkc dcte middolpunlcn liggen, als or- 
dinatcn-as ; cij OA — OA' = a , AB = A'B' «= r , en do lengle der kop- 
pclstang BB' = 6; in elken sland der lijuen AB , A'B' en BB' moeten 
dcrhahe de coGrdiuaten OQ = s en PQ = y Tan het middcn P der lijn 
BB' bepaald wordcn ; ioo nien de coordinalen Tan B nocmt Oa= ar, , 
«B-y, , en (oTereenkomstig den in do figuor Toorgcsteldcn stand dcr 
lijnen) die Tan B' , Oo' = — ar, , BV = ~yj , tal vooreerst de plaats 
der ponten B en B' bepaald we.en door de Tergelijkingcn der beide cir- 
kels, te welen door 

**i +(■-».)»=""* • («) 

*•. + (•+*.) '-r* (/?) 

Ten anderen heeft men dc voorwaarde BB' = b door de aequalie 

(*.-*»)« +(*.-*)'-** ....(/) 

En in dc derde plaals 

OQ = *«=*(*.+ *.) (') 

PQ -y==i(y. + y.) (0 

Eerie Tergolgking tusschcn a en y, dat is de rergelgkiug der lemnis- 
ralischo kromme bjn, tal men bebben bg de eliminatie ran ar, ,y, , v it y it 

I uit 
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utt deio wjf Tergelykingen. Op bet eenvoodigst geraakt roen daartoe op 
deie wijte: neem het rerscbil van (a) en (/?); substiluecr duarm de waar- 
don T»n (ar,— a>,) , (a> t + x,) , (y, + y,), afgeleid uit (/),(*),(«), 10» 
komt mcn tot: 

(y.-y») 1 } = y , { 2a -(yl-y*)) , — 

Necm de aom ran (7) en daa dcr twecde magtcn ran (<?) cn («); trek er 
Tan af de sora ran (a) en (/?); los uil dit verscbil (y, — y,) op, en sub- 
«titucer de waarde in ({), waardoor mcn rerkrijgen zal: 

x» {l6o»6» — [bi+tfa 1 — H) + 4 (**-f-y*)] a ) = 

» y J {80 1 --[4*+ 4(a»—r*) + 4 (x^ + y 1 )])» .... (53) 

Deio is de Tergelijking dcr lemniscata, zijnda eene lijn randen tesdcn 
graad, of eene leroniscata Tan de tweede orde. Men kan dezo Tergelijking 
ook brengen tot den vonn: 

{(*» + y») [*» + 4 (o»— r») + 4(:r»+y»)] — 8 a»y» j» 

= 16o»ar» {o»*» — (4o»— o»)y»} (54) 

wolke meer oTeraenkonat naot den Torm dor Tergehjkingen Taa dc Icmnis- 
calcu der eerste orde. Stelt raen 0 ols pool, en de polairo coordinatrn 
f en en rerder tot bekorting 

A = A» + 4(o» -r»), 

xoo is de ontwikkelde peol-aequatie 

le^+fSA-e^a»*!'».»^},.»^^^ 1 ©»-.^»— 640^»««.» ? . (55) 

Wanneer men in de Tergelgking (54) x standraslig aanneemt, sal 
de ontwikkelde aequatio zijn eene derde-roagU-TorgoKjking tjus. den zes- 
de-magts-vorm ; twee der wortels zallen onbestaanbaar wezen, en de 
bejtaanbare wortel y» zal twee gelijke maar legenovergesteldo waarden 
ran y doen bekend worden ; borendien wordt y = 0 Toor * = 0 en 
*> = :fci/{r»-— (a— 16)»}, en tosschen dezo grenswaatden Tan « U y 
steeds bcstaanbaar, maar onbestaaiuW Toorbij dezelre; en hiernit kan root 
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grond tot dcn srmmetrrioben Jeroniscatiscben Torm der krommo besloten 
worden. Dat de kromme wexenllijk lemniscatisch, cn, len opiigte dcr 
beide lijncn XX' eo YY , sjmmelrisch is, wordl nogtans gemakkebjker nit 
de poolvergelijking (55) opgomaakt. 

De lemniscala Tcrkrijgt andere Tormen, of dc Tcrgclijkingcn (54) en 
(55) lereren stoffo op lot mecr of minder belangrykc opmerkingen, naar 
gelang der bjjzondcre belrckkingen tusschcn de paramclers o,6 en r. 

1°. Zoo lang b. t. de lijn BB' korler is dan do afsland der middel- 
pontcn, dat is, xoo lang 6 < 2a , bcslaat cr Toor do hockcn OAB en OAU' 
een maximum, Toorbij helwelk geene bcweging dcr slangen mogelijk is. 
Van af die grens moet do bcweging in den tegengestelden ziu plaaU grij- 
pen, en ran beido de armen Afl , A'B worden alsdan ook de hoeksbewe- 
gingen Terwisseld. De beschreTeno Jenwiscala xal daarbjj stoods zoodaoig 
gerigt wezen, dat haro as invalle mel de abscisscn-as XX'. Maar wordt 
b =.2a , alsdan kan elk der armen dcn geheclcn omlrek Tan dcn OTereen- 
komstigen cirkcl rondgaan; do as der lemniscata Talt daarbij langs de as 
YY' , cn de Icmniscala zelve wordt ran eeno lagere ordo, te wetcn Tan de 
ccrsto orde, en verschilt ook niet Tan die, wclke uit do gowone byperbola 
•orsprong ncemt. Men kan dk uit do Tergcljjkingen (?) en (54), of ook 
nit (55) opmaken. Dc Tergelijking (54) b. t. wordt, in de TooronderateJ- 
ling Tan 4»= 4o> , Tolkomen quadraat in bot twcodc iid, on na den wor- 
tel le hebben getrokkcn, Tindt men bij rerdere ccnToudige herleiding 

(^+y 1 ) 1 - r 1 (a^+y 1 ) + 2a»** = ± 2aV ! . 

Daar nu met bcl boTenste tceken do vergclijking tot ocn' cirkel be- 
hoort, eo zoJks wel mogelyk ig en eok-tmoet, als de armen AB on AB 
•teeds te gehjk aan deselfde «nde van YY' WijTen («oodat xij Toorldorend 
parallel MijTen, gelijk olsdan ook BB' eTenwijdig blijft aan YY), maar in 
strijd is mct de ToorondersleWo tegengestelde rigting en beweging dier ar- 
ro», ioo moet in bet twcede lid der Toargaande aequatse faet ooderele 
teeken genomen wordcn, en de cindvergelijking wordt daardoc.r 

I 2 (*» 
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(^ + y 1 ) 1 = rV — (4a J — r 1 )* 1 , 

vrelke vergelijking, bg Terwisseling der co&rdinaten a en y, beboort tot 
eene lemniscala der cerste ordc, welke is de toogenaamde voetponten- 
krommo der gewone hypcrbola (vcrgelijk §1, B, 2*. aequatie (25)), beb- 
bende r cn y/^a 1 — r 1 ) tot hahc ware en onbcstaanbare assen. De aa 
der lemniscata zal dus = 2r weien, cn de langentcn, gaande door den 
knoop 0, zullcn mct de as een hoek maken > 45', soo lang de cirkels A 
en A' elkander niet snijden, of ook, brjaldicn zy elkander snijden, ioo lang 
o 1 > jr 1 is. 

2°. Wordt 4o* = 2r* , of a 1 — ^r 1 , zoo gaat do lemniscata over 
in eene bernouilliaanscbc, bebbcnde 2r tot as en de middelpunten A en A' 
der beide cirkels tot brandpuntco. Ueze beide cirkels moelen elkandcr, in 
dit geral, zoodanig «ntjden {fig. 3), dat de lengle der geroecnscbappelijke 
koordc BB' juist gelijk zg aan den afstand der middclpuntcn A cn A'; 
want alsdan is OB = 0B' = OA = OA' = o , en dus 2.0A 1 = AB 1 , of 
20* = ^ (7). 

Indien AB , A'B' , BB' ccn zamcnslcl van stangen ware, om, uit eene 
afwisselend cirkclvormige of draaijende bcwegiog, ecne afwissefend op« cn 
neergaando of hecn en wccrgaando bewcging af te leidcn, of omgekeerd, 
zoo de regllrjnigo bcwcging- gerigt moeten wezcn langs de lijn CC', dee- 
lende den regten boek AOB midden door. Om goede rodenen heeft men 

bij 



(7) nicrnit Tolgt derbaire eene construeUe, soowel der bernouillUutuhe lemnitett», aU 
*«n die, welker punten ttjo de projecisfcn »tn bet ecntram eener oogelflkiljdige hvperboU 
op here raakJrjoeo. Toor de uitToeriog i. rij geen»»ins dc doolo»tig»te, doeh »rj I. merk- 
wa*rdig, •)« Terkregen wordende door eene onefgebrokcne beweging, en onefhenkeUjk T»a 
de Toonfgaande coMlpieiie eener hyperboU. In desen »in U orer de eoutruolic dierbeide 
UmniseatCB reed» B ehendeld, in het VreAfV d*r MathtmatU und Pk^rik, ktr***g<gt- 
Uh ton J. A. Gaann, ./»re/«.er mb t?re»y«M«, Tktil III, Srif 400, eo Tktil 
rill y SeiU *?. 
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btj stooromachinen ran zoodanig lamenslel weinig gebruik gemaakt; — 
mecslal bcpaalt mcn den etand der cirkeli zoodanig, dat sij etkander niet 
snijden, en zelfs niet raken. Vroeger heeft men tich cTcnwel bg sommige 
sloomwerktuigen — of ook bij werktuigcn, door eenige boweegkracht ge- 
dreTon, en beitemd om pompen te docn wcrken — Tan een zamenstel 
bediend, Teel oTereeukomst met het bier bedoelde hebbende, om cene op- 
cn nccrgaande beweging uit eene aanhoudcnd rondgaande bewcging te tct- 
krijgen, wanneer de afwijkingen ran de regllijnige rigling geen nadcet aan 
de uitwerking konden toebrengen (xio b. t. Lasi et Betahcocrt, Estai 
tur la compotition det machines § VII, (S, T) Piancbe 11). 

3°. De Tergelijkingen (54) cn (55) verkrijgcn ook nog eene roecr 
eenToudige gedaanle, wanneer b, a en r tich zoodanig vcrhouden, dat, ab 
in den emmijdigen stand der armen A& , A'6' (Jig. 2) de Terbindingsiijn 
bb' door den knoop O gaat, deze lgn terens eene raaklijn tot de beide 
cirkels is. Daartoe moct (J6)> + r» = a> , of 6» 4(a»— r>) wczen ; 
doch reelal is dan ook nog in de toepassing (Jig. I) b — r, en dus 
a» = l r> . Do vergelijking (54) wordt daardoor, na dirisie met 4 , 

{2 (*> +y»)> + r»(*>— 4y»)} * = 5r**» (*»— 4y») ; 

zoo men deze oolwikkelt, alsdan don term r* (*> — 4y»)> in het Iweede 
lid baengt, nogmaals door 4 deelt, en bij de termen, in het tweede lid, 
Toegt r«x>y» — r*a>»y>, k'«nl er eene aequatie, deelbaar door (*>+y»), 
en het quolient is 

(*»+y»){(*»+y>)»+r»(*»_4y»)}=r*(*».-4y») . .(56) 

en de poolTergelijking wordt 

p* +r>(l— 5 ««.»«)/>> = r*(l-6 ««.>?), (57) 

of, beknopter, 



p* 

1 — 5tin.*q> = . - 

r> (r»-p>) 



r tal steeds grooter dan p wezen, en de boek tusscben de as cn de 
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irale raaklgoen kleiner daa 30°. Dc Tolstrekte grootsie waarde van p rindt 
mcn door p » , en wel door deze uilkomst z too men bet vierkanl r 1 Tan 
den straal dei cirkcls in triterste en middelsle reden Terdedt, sal de ioboud 
van den grootslen der twee regthoekcn, dat ia der twee deelen van r 1 , 
geljjk zijn «an dcn inhoud P » ran bel «ierkant, op de halve aa der lem- 
niseata beschrcven. £n van den hoek, lusscfaen de as en de centrale tau- 
genton, is do volstrckle waarde zecr uabg 26" 34'. 

4?. Voor bct gera), dal laatstgenoemde hoek 45° bevatte, sou de 
«verecnkcmstigo lomni&cata meest mel die van Bcrnouilli mocten overcen- 
komen. De vraag is, weJLo betrckking moct daarloe tusschen i cn r k- 
staan? F ooreertt moet de ondcrttclling ?an bet voorgaande gera) ook hicr 
luugenomen wordcn, te wetcn 6» = 4(«* — r 1 ); — allhans eene andcrc 
TooronuersldJing, in plaats van deielre, iou ecrder icU vriUekeurigs inhou- 
den. I«n andertn Iccrt de veiajeljjkiug (55) eeno grcnswaarde van*«r. , <F, 
>Yanneer P = 0 wnrdt ; stolt Tncn deze waarde, voor «i = 45\=j, en 
substttueett men daarin a J = r 2 -f-|6* , zoo komt b— 2r. Znllen alzoo 
do ccntralo tangenten der icroniscala, door het punt P {fog, \) bcschreven, 
lobdregl op elkander staan, of halre regte booken mct de as der Jernnis- 
cata maken, zoo moct do koppelslang BB' = 6 eens zoo lang vrczen als 
elke dor gebjko trekstangen AB of AH'. Ergo sal dan BP = AB zijn ; 
dus hoek APB = 45 9 ; waaroit dus voortvloeit dit bijzondere, dat do oen. 
trale tongenten dcr lemniscata ook joist zullen wozen do inwendige raak- 
lijnen van de beido cirkels, door do hcfboonu-eintlcn B en B' om do vastc 
middelpunten A en A' bescbreven. Dese rbijsonderbeid bestaat niel bij het 
voorgaande geva), als b = r is; want BB' = AB zijnde, is BP = |AB; 
derhalro is hoek APB = 60°, cn ziju complement BPX = 30', lerwgl dc 
hoefc, tusschen do as der beschrevcne lemniscata en de centrale langenlen 
niet is 30°, maar zeer nabij 26° 34'. 

Voor bet ondcrwerpelijke geval Tan 6 = 2r , en a l = 2r* , zal men 
uit (54) en (55) roor de vergelgkingen der lemniscala vinden : 

(•» 
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(«» + »»){(*»+»»)» + 4r»(^- f »)}-4r«(»»- f *) . . .(6») 

p« -J- 4r»f>*M/. 2<j> = 4r*co*. 2<p (59) 

Do bahc as deier Iemniscala is dus, ereumin als die der lemniscata 
van het voorgaaado gerat, geltjk aan den radius r der cnkeb; bare v«4- 
slrekte grootto is = ri/2(v/2 — 1) = 0,9096. r. Bijaldien men derhalve, 

tangonten, eeno bernouilliaansche 



slrueert, hebbende r tot hahc ai, xal de hicr 
de tweede ordo gcheel en al binnen de lcmuiscal* van Bernooalli gelegen 
zyn: haar beloop, in de nabijheid van dcn knoop, isi dus eenigzins spitser 
weien, dat is spoedigcr van de rigtingen der raakhjnen afvrijken, dan bij 
<lo hcrnouilliaaosche lcmniscaU phiats vindt. NoemC men, op de rigtingen 
Jcr voerslralcn do lengte der voerstralen van do bernouilliaansclio Iern- 
niscaia R , too is R* = r* co*. 2<p , ergo kaa men, ntgtvolge de vergelij- 
king (59), alellea 

«« + 4/» 1 »» — 4r>R" = 0 , 



R» 



(80) 



lijmlo eene niet onbelangrijke belrekkmg, tusschen dc hocgroolbcdcu der 
eveneeju gerigte voerstralen vao de beide vreinig vcrschillcnde lcmniscataii, 
en van welke, ondcr andcren, voor de rectificatie van de hier bedockl.- 
lemnucala der tweede ordc, gebruik gemaaht lou kunnen wordcn. 

Do onderstelling van 6=2r kan nog in een ander geval genomen 
worden, loodat de bescbrevcne lemuiscata ia van do ecrste orde, maar de 
lijn BB' kan daarbij nimmer raaklijn van do beide cirkela weien. Ditgoval 
hecft plaals als men o = r neemt; de beido cirkeU raken clkaader als- 
dan, cn b nu = 2r slellende, dat is 6 = 2o , verkrijgt men wederom cene 
lemniscata, met hare as langs de middeJpuntsljjn AA' gcrigt, klaarhJgknhjk 
soo als in het eerste dcr vier overwogenc gevallen, en vermib d* halvc 
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a« der lemniscaU ook na nog = r , dal is = a is, tullen hare toppen 
zijn de beide niiddclpunteu A en A'. 

Nog andere onderstellingen tusschen b , r en o , nieer of minder over- 
eenkomcndo met die, welke men in bet werkdadige oanncemt, worden liier 
bailen OTerweging gelaten, en ik eindig dcze korte bcschouwingen mct 
eene enkelo opmerking, aangaando deo weg, dien men zou mocten Tolgen 
bij hct onderzoek, wannecr de hefbooms-armen AB en AU' ongclrjk in 
lengte waren. Zrjn namelijk dese armen ongelijk, dan is niet hct midden 
P dcr koppelstang het punt, welks rigling van bcweging op zekero uitgc- 
strekthcid genoegzaam regllijnig is, indicn de hefboomen afwissclcnd ge- 
draaid worden, maar de bescbouwing lccrl, dat deze uilwerking naby sal 
plaats Tinden, 100 het bcscbrijrcnd punt der koppelstang is het punt, Ter- 
dcelcndo hare lengte io de omgekecrde redcn van de slralen der cirkcls, 
door dc uiteinden der armen of trekstangcn beschrercn. Laten AB en A^B' 
[fig. 4) de ongelijke armen wezen, die om de Taste punten A en A' 
draaijcn, en door de koppelstang BB' Tereenigd zgn; ercn zoo ats in hct 
geTal ran gelijke of eTen lange armen, kan hier de betrckking tusschen 
de Icngtcn AB , A'B' , AA' , BB' zeer Terscbillend wezcn. Neemt men 
b. t. aan, dat bij de erenwijdige rigling der armen ABenAD' — werke- 
Ujk Toorgcsleld in de figuor, — do rigting dcr koppelslang BB' inTalt met 
de OTercenkomslige inwcndigo raaklijn der bcide cirkols, zoo rs bet snij- 
puol O met de middelpunts-lijn AA' lercns bet inwendigo gclijkTormigheids- 
punt der beide cirkcls, en in dit punt wordt de Irjn BB' gedeeld in de 
rcgte reden dcr stralen AB en A"B'. Makende dcrbalrc, BT = BO, zoo ts 
P bet punt, iu hclwolk de Tcrdccling Tan BB' in do omgekeerdo roden 
ran do stralen AB en ATJ' plaals rindt: dit punt dcr koppelstang zal dan, 
bij ecne niet zecr nilgeslrekte afwisselend draaijcnde beweging der hcfboo- 
men, genoegzaam regtlijnig heen- en weer- of op- en neergaan, enditpont 
sal derhahe ook het beachrijfcndc punt der lemniscata wezen. Wcgens 
BO = BT , is er eeo sUod der hefboomeo of armco, bij welke de rigting 
BB' nogmaala door bet punt O gaat, soodat teTons P sicb in O berindt; 
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de lemokcaU zal derhalvo ook door hel punt 0 gaan, cnO sal hareknoop 
wexen. Men moet daarom, by het bopalen dcr vergelyking van de krommo 
lijn, den oorsprong der coflrdinalen nict op bot middcn van AA' nemen, 
maar in het inwendige gclijkvormigheids-punt der beidc cirkels. Mctgelijkc 
cirkcli is dit eveneeni het geval, maar uilhoofde van die gelijkheid ligt 
het gclijkvormigbeids-punl juist op hot midden der middelpuntslijn. De 
vorm deter vergelijking zal te ecnemale venchillen van dien der vcrge- 
Igkingen van de bovcn beschouwde lemniscalcn, want do lemniscata heoft 
hier eene geheel andere gedaante; hare strikkcn sijn wel symmelrisch ten 
optigle van do as YY', maar geenazins ton opiigle van de as XX'; dezc 
strikken tijn scheef; cr tijo gccne cvenwijdige koorden, welkcr middeh- 
punlen op eene regle lijn gclegcn tijn ; do lomniscata hceft daarom geene 
cigcnlijke ware as, of lievcr bare ware as is kromlijnig, Het ecn en ander 
kan uit de figuur wordcn opgemerkt, in wclke de krommc lyn voor bct 
geval van AB' = 2AB is geschelst ; men tiet bovendicn, dat de inwendige 
raakljjnen der beide cirkels raaklgnen tijn tot de punten P cn P' der 
lemnitcata, en dat do kromme lijn, aan wedoriijden van dete puntcn.teer 
langzaam van de regllgnige rigUng deter raaklijncn afwgkt, toodat, als de 
arm AB, boven en onder de rigling CABD, bogen van geene groole uil- 
geslrcklheid beschrgft, hct punt P ook teer nabij in ecne regte lijo tal 
hccn cn wccr gaan. 



$ III. 



Helgeen ik nuj voorslelde te onlvoawen over kromme lijnen, die ecn 
juuten, een cigenlijk gczegdcn lemniscatischcn vorm hebben, is in de bcidc 
voorgaande $ § bcgrepen. Ik kan evenwel niet nalaten, ten slolte nog van 

K 
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eeoige andero krommo Irjnen te genagen, welke, 6f <loor tortn eenige be- 
trckking tot do lemniscaten schijncn te hebboo, 6f wclker Tergeljjkingen 
met dio der leraniscaten Tan de certlc orde min of mecr Terwant zijn, 6f 
tot welke mcn, bij ecne beschoumng dcr lcmniscaten, al* Tan telTe geleid 
wordt, en door wolker ondcrzoek mcn tot cnkele beiangrijko oitkdmsten 
geraakt. 



a. De eigcnlijko lemniscatcn Tan de ccrsto ordo zrjn kromme lijnen, 
die stccds dczclfde puntcn Tan orcrccnkomst bcbbcn. Z.iJ bestaan uit twee 
gclijkc cn gclijkTormige strikken, svmmctrisch tcn opzigte Tan tweo lood- 
rcgte assen ; zij hcbbcn eeno rcgtlijnige as, op neike twce loppen der 
krommo lijn aanwczig zyn, en in het midden ccn' knoop; van do toppcn 
zijn de raaklijncn loodregt op do as gerigt; door den knoop gaan twee 
raaklijnen, makendo root de as scherpe hocken; zij hebben ook dczclfdo 
algomcene wording, en hare Tergclijkingen zijn bcgrepcn in dezelfde algc- 
meene Tergclijking. Niellemin kan mcn Tele cenToudige en Terscbillende 
con$lroctie6n bcdenken, door welke krommo lijnen Tcrkregen worden, in 
Torm aan de lemniscalen nabgkomende, hoozecr zij goenszins tot het ge- 
«lacbt der lomniscaten behooren. 

Mcn denke b. t. ccn' cirkel, neme eene middollgn als as aan, en 
trekko stralen, dio den omlrek in'zekero punlen « zulicn snyden; uit dete 
puntcn iate men loodlgncn a(3 op de as neder, en brengo deze loodiijnen 
met cirkelbogen, uit do puntcn u als middelpuntcn bescbrcTen, op de 
eerstgeooemde stralen OTer, dat u elke loodlyn op dien straal, uit welka 
einde zij is nedergelaton. Dozo conslructie, in alle Tier qaadranlcn her- 
haald, gccft op do gezamenlgko stralen eono reeks van puntcn, uilma- 
kende de punten Tan eon kromiynig beloop, dat in zeker opzigt Icmnisca- 
tisch kan gcnoemd wordon. 

Hel bijzondere van dit beloop ligt daarin, dat bet schier op eene 
tegcngcstcldo wijse bestaat ten opzigte Tan bet beloop der lemniscata ran 
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Bernooilli. Indien mcn dese laatsle, by den knoop, in Iweehelften scheidt, 
en desel?o aladan, sondcr omkecring, van plaats Terwisscll, zoodat de lop- 
pen nu bij het ocntruni, olwaar ccrst do knoop was, iu aanraking komen, 
en de beide hoekcn of spitsen van dcn oorspronkctijkcn knoop nu toppen * 
worden op doselfdo Ign, wclkc ook ccrst de as was, dan sal men genoegiaam 
den Torm hebbcn Toorgesteld Tan dc krommc lijn, welker constructie soo 
eren is opgegeTcn. Zij is dus, als hct waro eono leroniscata met spilse 
toppen ; do raaklijncn, door deze toppen gaando, makcn ook, CTon als do 
cenlrale raaklijnen der bcrnouilliaanscbo lcmniscata, bafre rcgto bockcn raet 
de as, maar door den knoop sal nu slcchts ccoe raaklijn gaan. Orerigens 
dicnt de Tcrgelijking vau dcn Torm dcr krommo Hjn mct dien, wclke, op 
voorzegde wyze, door middcl ecner bernouilliaanscbe lemniscata, zou kun- 
ncn Terkrcgen worden, alleenlijk lot opbeldering of bcgrip dcr uilkomst Tan 
de construclie; want cr moge OTerecnkomsl bcslaan len opsigtc der rig- 
ling van de genoemdo raaklijnen, do ligging dcr puntcn is toch met be- 
trekking iot de asscn seer verachillend. 
De poolTergelijking der kromme lijn is 

r = =fc b(1 — sin.q) , 

zijndo a de balre as en r de Toerslraal. De Tergelijking ondcr orthogonale 
courdinaten is ran den rierden graad. De inhoud en de omlrek worden 
goronden in bepaalde funcliSn van r of Tan a> , roaar Toor het tegcnwoor- 
dig oogmerk geTen zij gecne aanlciding tot bolangrgke opmerkingen. 

Men kan dezelfde conatruclie herhalen in eeno ollips, hcbbende a cn 6 
lot bahe asaen. De poolTergelijking der Toorlgebragto kromme lijn zal 
wezen 

r « _ «'*' 0— . 

onder regthoekige co&rdinaten is baro Torgolrjking Tan den achUten graad 
met termen, die allen ?an ereno afmeling sijn. Op deselfde wgsc kan men 
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mel elke gealoleno kromme liju lo werk gaan, de lemniscaten telre niet 
uitgesonderd. 

Men kan ook, in eene ellips, op elken centralon voerttraal, en wel 
tan af bet middclpunt, — eo niet ?an den omlrek, — oTerbrengen de 
projectie »an deo Toeratraal op do as a of op de as 6. Wcrktc men op 
een' cirkel, dan sou men in elk quadraot ecn halven' cirkel Teikrijgen, 
en door do rolledigo conslructio soudcn derhalve onlstaan twce rakende 
cirkels, begrcpen in dezelfde Tcrgelijking r = dt a cos, <p . Bij eeoo ellips 
ontstaat cchtcr gccne zamcnvoeging van.twee ellipsen, maar eene verbin- 
ding Tan twce oralcn, bcgrcpen in de vergelijking : 

^ t a*6 2 co*. % 9 a*6* 

a 1 . fin. 1 ^ + b*. cos, % 9 6» -f- a*,tang. 3 <f ' 

en de atrikTormige kromme, uit de Tereeniging deser twee oTalen bestaan- 
de, zal, eTen als de lemniscaten, dio in §1 tyn oTerwogen, tot de lijuen 
Tan den vierden graad bchooren. De rectificalie-formule is afhankclijk Tan 
een irralionaal polynomium Tan den achlslen graad, sonder dat de Tonn 
door symmetrie oenigzins belangrijk is. Do Tergelijking der kromme beeft 
ecnige oTereenkomsl mct de algemeene Tcrgchjking (3) der lemniscaten van 
de eersle ordc, sijnde het ondcrschcid alleenlijk gelegen in do afmeting 
Tan dcn nocmcr der gebrokcne uildrukking, wclke hcl twecde lid der Ter- 
gelijkingen i*. Ook op nog seer Tele andere wijzen kan men, door hel 
OTerbrongen Tan sekero lijnen op do centralo Tocrstralen eencr ellips, of 
eener andore symmetrische en in sich scho wederkeerende krotnmo hjn, 
tot Tormen Tan kromme lijnen geraken, die met dcn lemniscatischen Torm 
oonige oTcrcenkomst hebben; maar hct ondersoek is van een te gcring 
belang, om er langer bij te verloeven. 



6. 
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b. De wiskundige Sebeet kwani, bjj de beschouwing ?an de recli- 
ficatie der gewone lemniscala eo dcr cassinoidc, op bet denkbeeld dec 
behandeling ?an do meer algeraeene Torgelijkingcn : 

r" = o* . cot. m cp , 

r im — 2o*r" .co*. m <p o lw = 6 1 " , 

inhoadende dc bjjzondero vcrgeljjkiogen .van lemniscalcn en ca&sinolden van 
hoogcre orden. Btj do inleidende beschouwingen (§ I, bier voor) is ook 
opgemcrkt de nog algemecnerc Tcrgelijking (6), wclke tot onderschcidene 
andcre lcmniscaten Tan boogere ordcn kan bchoorcn. Leltende nu op den 
Torm deier Tergelijkingen, 100 wordl mcn gcbragt tot het dcnkbecld der 
bescbouwiug Tan zoodanigo andcre Tormcn, wclko uit do voorgaando ont- 
staan, door eenTOudiglijk de cofllicifinlen en cxponenlcn dcr polairc cofir- 
dinaten en der parameters mct clkander te Tcrwissclen. Daardoor onUtaan, 
too men b. t. slechta let op do twce bovenslaande Tergelijkingen, deze 



r — a.cos.m*<p 

6— a \ , (<-'1; 

r — f 

I — o. m . cos. n <f ' 

kunnende, tot meerdcro algemeenheid, het dubbele tecken voor de tweede 
lodcn gesteld wordcn, wanneer m een gchccl, posilief en evcn gelal is. Is 
m gcheel en posilief, cTcn of oneven, 100 bohoort do eerste vorm lot de 
Tergelijkingen ecner soort Tan kromme lijnen, welkc bcstaan uit do xamen- 
Toeging Tan twce oirondcn, mct do raindcr bolle of mecr spilse toppen naar 
elkandcr gekecrd en tegcn elkander sluitcnde, toodat hct gchcelo beloop 
min of mcer lemniscatisch is. De tweede vorm behoort tot vcrgelijkingen 
Ton krommo lijnen, die en cenc ovale, cn ecno dubbel slrikTormige ge- 
daanle kunnen bebben ; — too is b. t. Toor tn = 2 do vorm dcr acquaue 
niet ondcrscheiden Tan dien der vcrgclijking (11), in $ I bebandeld. Om 
in geeno to brcede onlwikkclingcn lc treden worde hier do aandachl, 
ecnige oogenblikken, slechts geTesligd op den cersten vorm 

K 3 r 
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r = S.CM."9>, 

on dan ook met het eenigo doel om de uitkomsten te docn kennen van 
de quadratunr cn der reclificalie Tan sommigo dcr kromme lijncn, welker 
rcrgelijkingen in dczcn Torm bcgrcpen tijn. 
Voor de quadratour hecft men 

i>. I = \ r 1 J)f = {■ a 1 . cos. im (f . ftf , 

en do bcpaaldo quadraluur, lusschen do grcnzcn £ n en 0 , geeft diens- 
Tolgens, dicn inhoud door A» beleekcnende, 

Jo r(2m+l) 

mr(2«) 

of wel 



(62) 

™ r (2m) 

De quadratuur dezer kromme lynen is derbalre merkwaardig, omdat 
xij bclangrijke betrekkingen kan oplevcrcn tusschen de waardc der fonc- 
tie r Tan Tertcbillcnde wortcls, of ook, omdat tij meetkundige Toorslellin- 
gen Tan dio funclie geeft, eTen zoo als dit plaats hceft bij het ondorzoek 
der reclificalie Tan de lemniscaten r* = o" . cos. m<p , door den Hecr Skbbkt 
in het werk geslcld (Joumal de Liocvillb, Tomo VII, pag. 114). 

men beeft, uit bekendo uilkomsten Tan integratie, 

r(2m) = 1.2.3.4....(2m— 1), 

r ^2mJ-l^ = 1.3.5.7....(2m— 1) ^, 



tal. m gebeel en positief tijndo, de verbouding lusschen de inhoudcn der 

qua- 
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quadranlen van twee kromme lijnen, elkander opvolgende in de orde van 
m en «s -f- 1 (en dus in dcrzelver TcrgcJijkingen exponentei 
welke &no e^nbeid vcrschillen), sleeds standvaslig wezen, eo wel 

w-M 



»i.2i».(2»i+l) 

waaruit blijkt, hoezeer de inhouden verminderen bjj het loenemen van m , 
Jat is bij bet smallcr en smallcr worden der eirondo slrikken. 

[ndicn m gcbrokcn is, verkrjjgt men, door de inhouden dcr quadran- 
len van de kromme lijneri, moctkundige voorstellingcn van de eigeulijke 
functie r. Het geval van i» = J moel echtcr uitgetonderd worden ; want 
de inhoud der kromme, hcbbende * 

r = =b a V cos. p 

lot vergelijking, is voistrektelijk bepaald of meetbaar, zjjode 

Verder sal men hebben 

Ai-5.».a-V* . E2jsl; A!-c>.a-f . E^i- ; J... w 

As=7.».a-S. £!Ss> ; Ax-8.».a^. £!<«., 
7 itf) * r(|) 



Nu is r(T) = V / «'. en r(|) viodt men uit r(|) door de bekende 
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wanl r (|) beeft men onmiddellijk rat A^ , wgl door deselfde betrekking 
A| herleid wordt tot 

r(-f) beeft men uit Aj , en daarmedo dan ook r (-{-). 

Door m = J cn = ^ te stcllcn, Tcrkrijgt men twee Tcrgeljjkiogen, in 
welke sullen Toorkomen rfo), r(\) en r(U). r(«); dere hangen dus 
af »an r(} 0 ) cn r(i), welke bcide derhaho uit de herleide rergelgkin. 
gcn sullen kunnen opgelost wordcn. 

Het r(i) bceft mcn r(i) oit A, , Termits ait de bekendo belrekking 

2^'.r(^).r(i> + {) = n».r(2p) 
geTondcn wordt eene waarde Tan r(* 0 ) = r( r +j) in fnnctie Tan r(») 
en r (V)- 

r(|) wordt bekend uit r( ro ) = r(| 0 + i) • 
r(f) beeft met uit A ; , door eerst r(J) op te lossen. 
En soo kan men Toortgaan met bet aannemen ran verachillende po- 
sitieTC gcbrokeno vraardcn roor m, om, Toor regelmatig oprolgcnde vrortels, 
meetkundige Toorstellingen Tan r aan te wijzen, Met goed gerolg raaakt 
men daarloo ook gebruik Tan negalieve gcbrokcne waarden Toor m , mits 
de algcmeene formule Toor den itihoud aldus scbrijvcnde 

A " _a 2 ' r(2m+l) * 

Men kan ook, in de oorspronkelijke formule, r — aco*. m <p,m gehcel 
en negatief stellen. Do kromme lijnen worden alsdan do omgekcerdo van die, 
in welkcr vergebjkingcn m als positieTO exponent Toorkomt, cn xijn derhalve 
opene krommo lijnen. Voor ro — + 1 wordt dekromme een cirkcl, hebbende 
o tot middeUgn; m = — l sijndc, soo beboort depolaira aequatie tot eeneregte 

Ign, 
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lijn, rakende genoemdco cirkel middellrjnig tegcnoTcr depool. In hbl pelair* 
stelsel is dus de omgckecrde Tan ecn' cirkcl dc regtelijo, roits de oorsprong 
in den omlrek gcnomeo zij, tcrwijl ile omgekeerdo ccn cirkel zou wezen, 
indieo dc oorjprong in hel cenlrum gelcgen ware. 

Voor »i = 2 is de kromme gcTormd uil twco tcgen elkandcr sluilcode 
eironden, waarran de corutruetie gemakkeljjk is, en cenigerroatc zamcnlpngt 
met die der lcmniscata, in $ I sab C bcsehouwd. Is m =- - 2 , zeo heeft 
mcn de hyperbolische krorome met paraboliscbe asjmplolcn, t«d welke 
roede in $ I snb C (in do ecrsle noot, welko in dat arlikel Toorkomt) gc- 
waagd is.' 

Zoo kan mcn ook m Ton dcn gcbroken Torm ± £ nemen, maar dit 

1 

gCTal wordt onmiddellijk lol cen der voorgaande gebragt; de uitkomsten 
ijjn mode nicl onbclangrijk. 

Gecfl de quadrotuur dcr krommc lijncn, welker TergclijkingCD begre- 
peo 190 in de acqualie r «» a . eoa. m 9 , belftogrijke resaUaten, sooTerdienen 
dezelfde kromme lijoco ook opmcrking tco aaozicn der reclificalie, orodat, 
zoo als de quadratuur io TeJe gevallcn ceoe mcclkundigo Toorstelliog op- 
loTert dcr funclieen r, eTcnccns door do reclificatio roeerendecls Toor- 
.atelliugen tod gcwone cn Tao ollra-clliptiscbe fonotien wordeo Terkregen. 
De rectificatie-forroole wordt namclijk: 

is = a. 2kF.c«. p ~ l 9 \/[\ (m* — I) #tn.» 9) . 

Deze formulo is integreerbaar, bijaldien m is ecn gcbecl positief o| 
negaticf evtn getal. Is m gchecl, posilief of ocgalief, maar onevtn, zoo 
hangt de rectificalio af tod elliplischo funcliceo dcr cersle co tweede soorl, 
gelijk Iiglclijk wordt mgczicn. 

Is m eco positief of ncgatief gebroken, b. t. ceo posilief gebrokeo. 

Tao den vorm i. , dal is, hccfl men 
n 

eos. tp , 

L zoo 
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d* « a . e«.~' 9 |/ {1— (l — L ^ «n. 1 .j } ; 

zijnde, als bet ware, eene combinalie ccner p met ccne elliplische functic 
der twcede soort. Maar indien mcn in dczo formule sitt. <p — x stelt, eu 
Tan cene der bekende bcrleidings-formulen bjj het inlegrcren van irralionale 
uitdrukkiUgen gebruik maakt, zal men befinden, dal de integralio afhangt 
ran Eoogenaamdo AMiaanache /unctieen, hebbende dcn nicl onbelang- 
rjjke. 



l {p + Vr+r!,*') ' 

welke Toor » = 2 cn n— =4 nog lot gewono clliplische fuuclieii kan gc- 
bragt worden. Korler of spoediger nadert rocn cvennel hel docl, door de 
rectificatie-formulo afhankelijk te maken Tan dcn Tocrstraat r , tot dit cindo 

a a 1 — r ) 

rende, waardoor men komcn tal lot 

0 a = -a^ (a»+K-l)r*')or _ 
V(« a — r^Ha^+ln 1 — l)r») 

a ■ [a J + («* — l)r*"]dr 



v /{a«+(»»— ^Ja^r 1 "— (n J — l)r*"} * * " (64) 

/ Dit de aequalie dcr caasinoldeo Tan hoogcrc orde is SEBRKT lot cene gc- 

noegzaam gelijkTormige uitkomit gckomen (Journal de JUath. par Liot- 
< tille, Tom. VIII, page 501). 
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OPMERKINGEN 

OVin ZKKKRS SOOBT TAS 

KROHME LIJNEN, 

WELKE MEN OMGEKEERDE OF 
TEGEffOVERGESTELDE KROMME UJNEN ZOU KONNEN NOEMEN. 

y FERDJM 



De algemecDslo Torm der lengle-oitgebreidbeid is de kromme, krom- 
lijnige of gcbogene. Op zich *ebe beschonwd, oiet als Torm, maar ala 
geslachl, kan men de gebogeno loogle-uilgebroidheid Terdeolen in eenige 
Tormen, bij welke ecne groote hoeveelheid t«d neven-vormen, en eenc 
oneiodige verscbcidenheid Tan mindere Tormen of onder-Torroen bebooren; 
ook de regto lijn beeft onder dete eene plaata. Tutschcn bepaalde groe- 
pen Tan kromme Irjoen bestaat tiaaaw Tcrband, kennclijk uit de stelkon- 
digo of transccodenlalc vcrgcltjkingen, door welke bet beloop ofdefiguur 
Tan dezelve wordt belcekend en Toor den geest gesteld, 166 dat dowor- 
ding of formalic Tan den eenen Torm uit den anderen, de overgang vao 
de ceoe kromme lijn lot de andere, de verwanlschap Tan het ecne beloop 

A 2 tot 
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lot bct antlere, uit die vergelijkingen kan afgeleid en onder bcpaalde 
voorwaarden kan vastgestcld en opgemaakt worden. Dit verband iseveu- 
vrcl niel bcperkl tol, niet ingeslolcn door de bi-paalde groep of orde van 
kromme lijnen, wclke raen raogt op hct oog hebbcn ; — heUelve strekt 
xich verder uil, brcngt de eene groep tol de andere, knoopt zo tamen, 
cn maakt vau de schijtibaar outamenbangende deelcn cen onafgcbrokcn 
gebeel. lu een logischcn zin kan hieromtrent viel gecn twijfcl gcvoctl 
worden, want de bepaling van krorome lijn drukt een zolfde kenmerk 
voor allcn uil ; maar deze zin wordt liicr niet bcdocld ; ondcrscheidene 
kenmcrken rooclcu overccnsk-mmeii of bepaald verband lu«schen clkander 
hebbcn. Is dil in een mcelkundigen tiu wcl too gemakkelijk om aan te 
loonen, uiet op eene ol^ernecne vtijte, maar in clk bijzondcr gcval bc- 
pahlelijk en zoodcr willckcur? Mct andcre woordco, kunnen de figuren 
cn dc vergelijkingen van kromme lijnen, die in verscbillcnde groepen 
vorschillcnde plaatscn hcbbcn, «cl zoo gcmakkclijk cn ongedwongen de 
eene uil de andere worden afgeleid, zoodat men de ecne kromme lijn op 
cene naluurlijke wgze uit de andero ziel geborcn worden ? Onlkennend 
moel dcze vraag beanlwoord wordeu. Eerder tou men slagen om dc 
wording uil of door eene regle lijn le verklaren. Men kan namelijk eene 
onbepaalde regle lijn omgcbogen denken, gedraaid, gewrongen en zoo- 
danig gelcidclijk gckromd, dat uit dcze vormverandering allo denkbare 
kromrue lynen van verschillend beioop, van verschillcndo rigling in ccn 
plat vlak, of naar do roeest onderscheidene slrcken dcr ruimto, onistaan. 
De regle lijn is op deze wijze de toogcnaamde omwikkeldc Icnglc-rigliug 
van alle kromme lijoen, en dete tijn wederkeerig omwikkelingen vnn <le , 
rcgle liju in de opvolgende riglingcn, welke zij, bij dc draaijing of hui- 
ging, moet hebben. Hieruit is duidelijk dal, oro uit de vcrgclijkiog dcr 
regle lyn die van eenige kromme lijn af te leidcn, lot wclker beloop tij 
is omgcbogeo, dat is van wclke tij, in alle mogelijke slanden, raaktijo is, 
iie parameters of slandvastigc lermcn cn cocflicienlen, in de vcrgclijking 
■ler regle lijn voorkomende, slcchls op cene voegzamc wijte vcranderlijk 

ge- 
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gcileld cn ofhankclijk geraaakl moeleo wordeo vao de doorgaaode of loo- 
pcnde codrdioatco. beboorende lol de soijpunlen dcr opvolgende rigtingen, 
in welko de regle lijo, bij haro ombuiging, acblervolgcnt koml. 

De vergdijking der regte lijn bevat, in faet algemccn, Iwce paratne- 
ters. Stclt men deze veraoderlijk cn gelijk aau ickcro funclie van coordi- 
uulcti, eo neeml meo daarvoor alle denkbare stelkundige of transcenden- 
lale uildrukkingen, 100 komt mco lot eene oneindigo verscbeidenheid 
van vorgclrjkingen, wclkc tot evon zoovele verschillendc of verschillend 
gelegeno kronimo lijncn xullen bebooren. Maar 100 het al niet mocijc- 
lijk ware, om daardoor de verschillende groepen der kromme lijncn van 
nnvolgende ordo, en ook dio van vcrschillenden aard, le doen uilkomen, 
ioii iloie wijie van afleiding of formaiio ecnigiins gedwongcn lijn. 

Voor de ecnvoudigsio vlakko krommc lijnen, voor die van dc Ineede 
nrdo namelijk, is bct teer gemakkclijk in te lien, hoe dertolrer eenvou- 
digsle vergelgkiogen in verband alaan met dio eeoer regte lijo, welke 
niet door den oonsproog der regthoekigc codrdinalen gaal. Want van 
toodanig geriglc lijn is de acqualie 

* y 
a o 

lcrwijl dc raiddclpunts-aequalieen van den cirkel, van dc cllips envande 
hypetbula, wel ecn graad hooger lijn, maar niet verscbillend iti vorm. 
Nemcude uu a cn 6 veranderlijk, cn wcl volgcns toodanige wet, dat a 
besleudigltjk omgekecrd cvcnredig is aan x, en 6 omgckccrd cvcnredig aan 
y, of dat sleeds de reglhocken onder a cn z, b en y, onvcraudcrlijke 
inhoudcn bebbcn, ioo komt mcti, uaar gclaug dte itihouden gehjk of on- 
gelijk tijn, lot do middclpunls-vorgclijkitigen van dcn cirkcl cu van de 
gelijkiijdige hyperbola, of tot dio vati de ellips cn tlcr hyperbula. 

Neemt men b omgckeerd evcnrcdig aan x, a omgckccrd cven- 
redig aan y, cn do redons, in hel algemeon, vcrschillend, too ont- 
slaal de vcrgelijking der hyperbola met bolrckking lot harc asymptolcn. 

A. 3 0« 
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Om de vergelijkiog dcr parabolu le vcrkrijgen, moet meo a = *, eo 6 
cvcnredig uan de vcrhouding - stollen. En onder elke der gcstelde wet- 

y 

ten of betrekkingen zal de oorspronkelijke regle lijn, io bare TerschiU 
lendo sUndcn, in de daad eene raaklijo of zoogenaamdo omgewikkelde 
lijo (enveloppte) van alle de genoemde kromme Itjoen wezeo. 

Dczelfde wijze van beschoowen is toepasseljjk op bet plattc vlak, nit 
welks vcrgolijking de vcrgelijkiogcn der oppervlakkeo vao deo tweedeo 
graad, door gehjkvormige veraoderingen der parameters, zulleo voortvloei- 
jcn, zoodat dcze de orawikkelingen (enveloppes) vao bet omgebogcoc of 
omgcwikkclde platte vlak zullen zyn. 

K.011 men op eenc slclselmaligo wijzc dc vergclijkingcn vanallekromme 
lijncn uit die dcr regtc lijn afleiden, zonder die kromme lijncn vooruf tc 
kennen, dan zou bel ook meest naluurlyk zijn, ilaurtoe aan le wenden de 
vcrgchjking der regte lyo, welke niet door deo oorsprong gaat, omdat de 
regle lijo alsdao kon bcscbouwd wordeo als, in bare vcrschilleode slan • 
den, omwikkeld door eene kromme ljjn, en deze als oit de omboigiog 
cener regtc lijn te ontstaan. Maar zondcr hierop te letlen, kan het voor- 
geslelde docl ook bcreikt worden door middcl der vcrgelijkiog van de 
rcgte lijn, wclke door dcn oorsprong der cofirdioatcn gaat. Men beeft 
b. v. oumiddelijk uit y — ax de vorgelijking dcr Apollonitcke en der 

Aei/scke of Heuraetschc parabola door a -- - ca a = ^ tc slellcn. 

y r 

Ook dic der orcrige krommc lijncn van clcn tweedcn graad en dio van 
andere kromiuo lijnen, wclke meu vooraf hckend slell, volgen er gemak- 
kelijk uil ; maar de verschillende slandcn der regte lijn hobbcn hicr ecno 
anderc belcekeni?, cn de regclmanl van afleiding ontbreekt evcnzcer als 
bij ilc ccislgcnocmde wijze van heschouwen. 

ln pluals van ccn stclselmatig verband lusschcn het mecreudcel van 
bckcmle kroinme lijncn, of van bepaalde grocpen derzelre, te willcn op- 
sporcn, kan mcn zich lot punt van onderxoek voorstellco, het bclonp of 

dcn 
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den aard na te gaan van kromme lijnen en gebogene oppervlskken, wel- 
ker vergclijkingen ontsUan, door de vergelijkmgen ?an lekerc gcgutene 
kromme Ijjnen of oppervlakken, of door sommige termcn vau dexelve, 
enkcle clemenlen cn paramelers, volgcns ecne bcpaalde wel le verformen, 
of te doen vcrandereo. Voor het meerendeel der kromme Ijjnen toch 
kan men enkele terraen, enkele leden, eokele factoren van huone ver- 
gclijkingen aanmerkea ala gedeelten der vergelijkingen van andere kromme 
lijnen. Dc vergelijkingen der eerste kunnen dan gedacht worden te ont- 
staaa, door, van vergeljjkingen dier andere, eeoig lid, beide ledeo, eeni- 
gen torm, meer termen, eenig element, beide elementen euz. te beschou- 
wen als sekere functie der codrdinaten van de eersle krorome Ijjneo, en 
door die functieeu bestaat dan het verband tutschen geheel verscbillendc 
kromme Ijjnen, en kan men, door de cigenschappcn van deie, dikwjjls 
die vao geoe nagaao., Stelt men b. v. in de middelpuuts-vergcljjking 
van een cirkel 




de abacisjen onafhankclijk veranderlijk, maar de ordinaten y afhankelijk 
van andere ordinaten y', soodat deze hebben eene sUndvastige reden 
van r tot r ', zoo wordt de getransformeerde vergelgking die eener ellips. 
Heemt men io de vergeljjking der apoUonisch* parabola, y* = ps, de 
cofirdinaten x en y beide functielu van twco andere coordinatcn v en w, 
en vvcl zoodanig, dat y 2 aan de som en x 2 aan bet verschil van v* en w x 
gclijk worde, dan sal de eerste funclie voorstellcn de vergelijking van ecn 
veranderlijken cirkel, en de tweede functie die eener veranderlijke gelijk- 
lijdige hyperbola. Waoneer nu deso funclieen door de aequatie y* — qx 
verbonden worden, ontstaat er tuascben de drie genoemde kromme lijnen 
seker verband, en de kromme Ijjn, welke dit verband verlegenwoordigt, 

i* 
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x de ia onderscbeidene optigten soo merkwaardige Lemniseata of slrik- 
Tormige kromme Tan Jacob Bxsiioou.Lf. 

Dcze Toorbeelden kannen mct nng teer Teie Termeerdcrd wordcn. 
mur eene bepaaldc, eene regelmatigc, eene algemeene beschouwing heeft 
men door deielre niet. Dete kan alleenlijk bepaald tijn en tot uitkomsten 
Tan eenig belang Toeren, wanncer men de Tergelijkingcn Tan krommo 
lijnen rolgeus detelfde wet Terandert of transformeert. Nataurljjk kan dit 
op oneindig Tele wijten geachieden. Men bepale lich b. t. tot de Tlakkc 
kromme lijnen ; derielrcr Tergcljjkingen houden twee elementen x en y 
in. Neemt men aan, dat y oreral Tcrwisseld wordt mel detelfde gege?ene 
functie Tan een ander element y, en x met eene telfde functie eener 
andcre x, too ontitaan andero Tergelijkingcn, lot andere kromme lijnen 
betrekking hebbende, doch welke na geacht kunnen worden tot eene 
telfde bepaalde soort Tan kromme lijnen le behooren, omdat tij uit of 
door aodere kromme lijnen, Tolgens deielfde wijte Tan rerandering, 
Toortkomen. 

Onder de eeoToudigste wijten, op wclke men de betrckkingcn lus-r 
schen de abscissen en ordinaten Tan kromme lijnen regelmalig kan Ter- 
anderen, door eene onTerandcrlijke wijte Tan Tervorming der Tergelijkin- 
gen, is er 66ao, in bescbouwing en gobruik niet ten ecne malc Tan 
belang ontbloot, en op welke geenc aandacht schijnt gcvestigd le tijn. 
Eenige Tlugtigo opmerkingen deswegens, en de ontwikkeling, in boofd- 
trckken, ran eenige bijzonderheden, wclke genocmd onderwerp Tan be- 
schouwing raken, mogen hier Tolgen. 

Wanneer men uit de Tergelijking eener Tlakke kromme hjn (doch met 
Tereischte wijtiging is hettelfde toepasselijk op kromme lijnen Tan Tclerlei 
kromming en op gcbogene opperrlakken) het element y oplost, en in 
ecno functic ran het onafhankelijk Teranderlijk element * uilgedrukt 

denkt. 
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deokt, ontataat er eene betrekking van den vorm y = +• / (r). Mcn 
knn yan deze belrekking xeggen: xij is xoodanig, dat de som of bel ver- 
tchil van y en f(x) gelijk ««/ is, of, algcmeen, eene ooveraoderljjke 
naarde beefl. Nog kan moo teggeo : do betrekking is xoodanig, dat het 
quotitnt van y en f(x) staodvaslig is. En no valt vao xelvo de vraag, welkc 
is de beteekcois eener bclrckkiog, io wclke oiet de som of bet verscbil 
ooch het quolient, maar bet product eeoe staodvastige vraarde sou heb- 
ben, eene waarde, ter eeovoodigste bepaling dcr begrippen, gelijk aan 

de Mnheid? Zoo dao y. f(x) = 1 is, xal y = -py—. xijo. Uet eersle 

lid der oorsprookelijke vcrgehjking is derbalve geblcveo, soo als hetxelve 
was, maar het tweede lid is omgekeerd geworden ; of ook het ecrtlc lid 
y is omgekeerd, en het tweedo lid is gebleven. Hierdoor is du ver- 
klaring der beteekenis vao de nieuwe of getraosformeerde fuoclie tusschen 
de abscissen en ordinaten zeer gemakkelijk ; want xjj behoort lot eeoo 
kromme lijo, mot do eerstgedacble deselfde abscisseo hebbeode, maar 
vao welke de gelalleowaardeo der ordioateo sjjn de wederkcerige of 
ouigekeerde getallenwaaardcn der ordinateo van do oorspronkelyk ge- 
dacbte kromme lijn. 

Wanneer de oorsproukelijkc fuoctie isttclkundig cn ingewikkeld, zoo- 
dat tij, oa bet wegmakeo vao irrationalo vormeo, eeoe oobepaalde hoo- 
gere magts-vorgelijking is met twee onbekende clcmeoteo, behoeft men y 
niet opgelost to deokeo io eeoo fuoctie van x. Dit werd *oo oven aan- 
genomen tot bclere uitdrukking der meening, maar soodanige oplossing 
(al ware zy op cene algemeene wijse mogelijk) behoeft nict io het werk 



gciticld le worden. Want slellendo overal - in plaals van y, zoo heeft 

y 

men eeoo nieuwe squalic, welke, len opziglo van y, xal wexen de ver- 
gelijkiog lot de omgckeerdo wortels, behooreode tot ecne kromme lijo, 
welker ordinateo zijo de, in getallenwaarde, omgekecrde ordioateo van 
de oorspronkelijke kromme Hjo. Eo hieruit volgt van zelve, dat het ge- 

B stelde 
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slelde ereozeer toepasselgk ii op kromme ljjoeD, bebbeode eeoe transceo- 
rientale iogewikkclde Tcrgclijkiog. Eiodelgk nog, dat dieselfde traosfor- 
matie ook geldt, waoneer de coflrdioateo niet sijo regllijnig, maar polair 
of kromlgnig in hel algemeeo; eeoTOodigheidshalTe wordt echler bier 
mcerendcels op het rcgtlijnig eo regthoekig coGrdinaten-stelsel gelel. 

De kromme lijnen, op Toorsegde wijze geformeerd, souden, len op- 
zigte der oorsprookelijk gestelde kromme lijnen, eigeoaardigst wcderkee- 
rige kromme Itjnen kunneo geooemd wordeo. E»enwcl wordl dese be- 
naming mcermaleo, schooo dan ook in een aodereo sio, bg de beschou- 
wiog Tao poollijnen gebcsigd, en om in gceoe omschrijTing te Terrallen, 
xoo als die Tao kromme Iijnen met ordinaten van omgekeerde getalten- 
waarde, moge men de benaming Tao omgekeerde of Xegenovergettelde 
kromme lijnen aannenjco, mils daarbij dese kromme lijnen niet op sicb 
zel»e dcDkcodc, maar in Terbaod mct de krommo Ignco, welke tot hare 
wording diendcu, cn wclke men dan als oorspronkehjke kromme lijnen 
moet aanmerken. 

De bescbouwing der omgekeerde kromme lijnen, in Terband mel dic, 
uit welko xy oorsprong nemen, gceft aaolciding tot de oarolgendc hoofd- 
sakelijko opmerkiogeo. 



I. 

Daar de omgekccrde kromme lijnen dezelfde abscisseo cd dcselfde 
greosen Tan abscissco bebben als de oorspronkclgke, maar ordioaleo Tan 
omgckcerde gelalleowaardcD, zoo stemmen, io het algemeco (want er 
beslaan uilzonderiDgcn), grootu ordinateo mct klcine, kleioe met groo- 
tere orereeo, nul met oneindig cn oneiodig met nul, maxima mct minima 
cn omgekcerd, regt mct krom, parabolisch met byperboliscb, regls gebo- 

gen 
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gen roet links gebogen, nccrwaarls gcbogen of bol met opwaarls gebogen 
of bol en wederkeerig, continuiteit mct diiconlinulieit, gesloten beloop 
met open beloop, enz. enz., even aliof do oorspronkclijke kromme gebeel 
ware omgebogen of omgckeerd, en gescheiden, zoo ztj gesloten warc. 



II 

Do graail der equatie oener omgekeerdo krommo met opzigt (ot 
dio der oorspronkclijke (gestcld deze is algebraiscb, cn dus ook de om- 
gekecrde) kan zccr vcrscbillend wezen. Mcermalcn is de omgckeerde van 
eeno hoogcre ordc dan de oospronkclijke ; maar het legendcel kan cvcn- 
zecr plaats vinden, cn beido kromme Ijjnen kunnen wezen van denzelfdeu 
graad en tevcns van dczelfde soort, zijnde dit Iaatste mogelijk voor kromme 
lijnen met asymptoten. 

Wanneer de vcrgelijking van de oorspronkelijke kromme niet is inge- 
mkkeld, en dat zij derhalve kan gcbragt worden tot den vorm y = 
f{x) of (y 4" a)" = f (*), soo moot men onderscbeiden de gevallcn 
of f{x) is ecne gcheele rationale, of eone irrationale, of eene gebrokene 
funclie, welker teller, of noemer, of beide, wederom rationaal of irrationaal 
kunnen zjjn. Is f{x) geheel en rationaat en van den graad m, 100 is 
fle graad der vergelgking van de tcgenovergestelde kromme altjjd booger 
dan die der oorspronkelyke kromme lya, eo wel n of m graden hooger, 
naar gelang n < m of ws < « is. 

Komen er worlel-uitdrukkingen in f {x) voor, 100 kan de graad der 
vcrgclijkiog tot den omgekeerdon wortcl y hooger wezca dan, tnaar ook 
gclijk aan dien dcr scquatie van do oorsprookclijkc kromme. 

Is f (*) eene gebrokene functie, zoo is ligtelgk in te zien, dat, oaar 

B 2 ge- 
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gelang x in ileu tcller, lol eene hoogere, lot eene gclijke, of tot eene 
lagere magl dan in den noemer voorkoml, de Tergclijkiog der omgekeerde 
kromme een graad zal hebben, booger dan, gelijk aan, of lagcr dan dc 
graad dcr oorspronkeiijke krommc. Het ts overigens duidelijk, dat, too 
cene logenovcrgeslelde of omgekecrde kromme van hoogere orde is, dan 
de oorspronkclijke, bet tegendeel evenzcer kan plaaU vinden. Want de 
omgekoerde als oorspronkelgke, en de oorspronkelijko als omgekeerde 
kromme beschouwende, »00 is deze v«n lager graad als de eerste van 
hoogerc orde is. 

Oe ingewikkelde functicen geven derbalvc lot dozeJfde verscheiden- 
heid van gevallen aanleiding. Zoo bebooren b. v. de vergeljjkingen 

xy 1 + ay = 6* + e, 
X y* + ay = b, 

tot krommc lijnen van de derde ordc, aangewezco door Newton in zijne 
Enumeratio linearum Urlii ordinis. Van de eerste heeft de omgckccrde 
een gelijken graad, van de tweede is zij cdn graad lagcr. Dc vergelijking 

y 1 + axy - p « 0 

bohoort lot eeoe hyperbola, welker beide takkcn de as van y, boven en 
onder den oorsprong, snrjden, en welkcr middelpunt in den oorsprong ligl. 
De omgekeerde kromme is evcneens van den tweeden graad, en wcl 00L 
eene hvperbola, mede de as Tan y snijdende en het cenlrum in deo oor- 
sprong hebbende, maar de ligging dcr kromme lijn is legenoTcrgesleld.f) 
zoodat de reglsche tak linksche en de iioksche regtscbe is gcworden. 

Hct is nict mocijclijk in te zien, wanneer de pas vcrmelde omslan- 
digheid bij ingewikkeldc functieen zai plaats vinden, en hoe men de voor- 
waarden tot bel hoogcr of lager of golyk zijn van den graad der axpaatie, 
bij omkeering dcr ordinaten, naauwer kan begrenzen. 

III 
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De oorspronkelijke cn haro orogckecrdc kromme kunnen snijpunten 
of raakpunlen gemeen hebben. Wclke ook de abscissen deicr doorsnij- 
dingspuntcn of raakpunlcn mogen wezcn, de ordinatcn y zijn bcslcndig- 
lijk = + 1. Do gelallenwaarde 1 toch ii de eenige, wclko aau hare 
nedcrkeerige waarde gelijk ii. Maar de vergelijkiogen gcvcn allijd + 1, 
en dus minslens twee snijpunlen. Want denkende de vcrgelijkiog der 
oorspronkcUjkc kromme (gesteld tij is algebraiscb) opgclost ten aantien 
van y, soo is 



en die der omgekeerde 



1 



nu is, voor de gemeenscbappclijke punlen, y = y; eliminerende altoo 
f (x), xoo komt 

y» = 1 en y = + 1. 

Deie uilkomst is, als gevolg der eliminalie, alltjd waar. Hel kan 
noglans wezen, dat allecnlijk j = + 1 of y s= - 1 voor de kromroo 
lijnen geldt, of ook dat gcene dcier waarden toepasselijk is. Met andere 
woorden, het kan gcbeuren, dat de krommo liju door hare omgekeerde 
gesneden of gcraakt wordl boven en beneden de abscisscn-as, of alleenlijk 
boven, of alleenlyk onder die as, en het kan ook sijn, dat er gecne 
snij- of raakpunten bcstaan. 

Dit wordt uitgeweten door de vergelykingen y =/ (x) of y = 

Yfant subslilucrende in doxelve y = y = -f- 1 of = — 1, en los- 
sende de komende sequaliecn in x op, soo bestaan er eren too velesnrj 

B 3 



Digitized by Google 



u 



C. i. TEBDAJJ, OrMERKISGEf OVRft 



punlen of raakpunlcn beneden de ai Tan x of boTcn dezelve, als x ver- 
schillende of gelijkc beslaanbarc waarden erlaogt (en wel uit elkc ver- 
gclijking natuurlijk dczclfde waarden); terwrjl alle die snjj- of raakpunleo, 
boTen of bcneden de as Tan x, gelegen zullen weten in regle lynen, op 
dcn afsland van eeue denheid evemvijdig aan dc as Tan x tonpcndc. 
Hocft x goeno bestaanbaro waardcn, roo bcstaan cr ook gcene snij- of 
raakpuntcn, hctgecn dus allconlijk kan gebeuren, als de graad der equa- 
lio CTcn is. 

Men leidl bicruit ook af, dal, zoo dc vergelijkingen dcr kromme 
lijoen ingewikkeld zijn, cn mcn uit dezclre x elimineert, de eindrerge- 
lijking in y allijd dcclbaar zal wczcn door y J — 1. Die cindvergelijking 
kan dus eene cvcne binouiial-vcrgelijking zijn, — of ccno evene wcder- 
kecrige vergelijking, in wclko do middelste tcrm onlbrcckt, cn van welko 
de lcekens der lermen afvvissclen, — of ecnc evcnc wcderkcerigc cn vol- 
ledigo vergeljjking, van welko de tcrrncn, dio e»cn vcr van het middcn 
afstaan, gclyko tcckons cu coefficienlcn hcbbcn, en wcl zoodanig, dat de 
sommen dcr coeflicicnlcn van do CTcne cn oncreue mogten Tan y, afzon- 
dcrlijk genomen, gelijk nul zijn. Bchalvo de worlcls y = 1 cn y = — 1 
Tan de cindvergciijking zullen geene andcre aan dc oorspronkclijko Tcr- 
golijking voldocn, eoo dat de waarden van * beslaanbaar worden. 

Do ovono wederkeerigo en de evene biuomial-vergclijkingen zouden 
derbalve aangemerkl kunnen worden, als te onlstaan door het Tcrband 
tusicheu twee boogero vcrgelijkingeu met twce onbckenden, cene Tan 
welkc, in de ecne vergelijkiog, waarden heeft, die bet omgekcerde zija 
Tan de waarden, aao dezo onbekcndo in de twcede Tergelijking loe- 
komende, lerwijl Tan do andere onbekcnde do waarden in beidc do tct- 
geltjkingcn dczelfdo zijn (I). 

IV 



(I) D« eebrijver oWlde de opmeikio«en, welke bet ooderwerp deter terhandeling uii- 
mikeo, md de Eeme KIomo van bet Ioetituat mede, ooi deerdoor te voldoan aaa sQoe 
verpligtiog lot het vervullen eeoer ipreekbeort. Oq tcbtie detelte oiet toa die aaeerdtre 
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IV. 

Niet geheel onbelangrijk is bcl, de figuur en tle feranderingen van 
gedaante en beloop der omgekeerdo kromme lijnen, in eenige bepaaldo 
gevallen, na te gaan. Daarlue dieneo de natolgende voorbecldeu. 

1. Dc omgekeerde, welke behoort lot cene reglo Jijn y = oar, 
gerigt door dco oorsprong der coordinaten, is eene gelijkzijdigc bypcrbola, 

heb- 



welenichippelijke vtarde, det sij eerder id de Terhendeliogen dan wel in het Tijdsobrifi 
T«n bel Ioititutil souden mogeo wordeo opeobiar gemctbi, bijaldieo »lj Toor deo druk t»n 
eeaig belang werdeo geacht. De klaise Tereerde ham mei de meeoiag T«n het eeriie, en 
•teldc, tot bepaaide iolicbting hleromtrent (ea Tolgeo» deo regei), tijo opstel in banden 
ecaer Commistie. Die Commlisie adTiieerde tot het opnemen t«d de enderwerpclljke be- 
•ehouwingen in de werkeo der klaise, doeh maakte, bij btar Tenbg, eeae atnmcrking, welke 
bet al of oiet snijdeo der oorsprookelijke kromme lijoeo en der omgekeerde bclior. De 
icluijTcr crkeot gaaroe da jnistbeid t»d die a»nmcrking, eo oordeelt het gepatt, deselee, 
tooder Teranderiog tsd den tin dea tekili, in hsir gehect bler bij le Toegen. »Hen im- 

• meent namelijk, d«t het al of niet anijdeQ cener Teorgeitelde kromme door hare otnge- 

• keerde eeniglijk efhaogt »«n de keuie der eeoheid, welke bij de heiehouwlog der om- 
»r;eleerde kromme lijoen «Itijd moet atogenomen worden. Eene der TergelijkingeD, heliij 
»t»o de oociproakelijke, hetiij tio de omgekeerde kromme, i» toeh «Itljd oagelykalaebtig, 
» en kan alioo niet gecoourueerd wordeo, isodcr hel aannemeo ccoer bepaalde lijo al» 

• eeebeid. Ii die lenbeid grootcr din de.grootste ordinaat der oorjpronkelyke, dan kan er 

• geeoe inijdiog plutt Tioden, en io het legengeileld gCTal heeft dit, in het algcmeen, altijd 
»pla«ti. Dieruit Tolgi le.eoi, dai elke oonpronkelijke kromme, wier Tergelijliog gelijk- 

• tlachtlg ii, reoe ooeiodige Terieheidenheid T»n omgekeerde heefl, dewijl meo, eoor clkc 
•cangeoomeoc eenbeid, aodere Tormen T«n omgekeerde Terkrijgt, die Toor detelfde «b- 
»*eiueo «ndere ordinatee hebben. Zijo de beide Tergelijkingen, der oorrpronkelijke en der 

• omgckeerde, oogclijkilachlig, d«n moet Toor bcide detclfde cenbeid getdeo, cn ahdan 

• bceft elkc krorome ook ilechti, bij ooTertnderde codrdlo.teo-«i»en, eenc enkele om- 
tgeleerde." 
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bebbende deo oorsprong lot middclpunt, eo de cofirdiDalen-aueo lol asymp- 

loleo. De polenlia is — i, en de halve assen xiju — |/ -. De posi- 

a a 

tieTe cn ncgatieve abscissen der beide pauten Tan doorsmjding der hy- 

perbola cn dcr'rcgle lijn, tijn aan de poleulia gelijk. Dese figuur ver- 

aodert nicl, wanneer de lyn niet door den oorsprong gaal ; de hyperbola 

wordt slechts evenwijdig aan sich zelre Terplaatst, en tal lot centrom 

hebben bct pnnt Tan doorsngdiog der Ign met de abscissen-as. Zoo 

eTenwel de rcgto Ijjn evenwijdig loopt aan de as Tan ar, of ook bijaldien 

de coordinaten toodanig verplaalst worden, dat de lyo aan de Tcranderde 

abscisscn-as parallel loopt, tal de omgckeerde ereneens ecnc oveowijdige 

aan de abscissen-as tijn. Loopt de lijn erenwgdig aan de as Tan y, too 

is de omgekccrdo nog eene lijn, evenwijdig loopendc aan de as van y, 

roaar zij vall in met de oorspronkelgke lijn telre. 

2. Het omgekeerde opperrlak, behoorende lot een plat vlak, e — 
ax -f- iy» gorigt door dco oorsprong der codrdinaten, tal een byper- 
bolische cylinder wetcn, welks beschrijvende lijn evcDwgdig loopt aan het 
Tlak xy. Diltelfde coSrdinaten-vlak is een der asymplotische Tlakken. 
Het andere asymptotisch Tlak staat loodregt op hct cerslc, en snijdt hct- 
telTe, Tolgcus de lijn, gemeen aan bet oorspronkelijke Tlak en genoemd 
cofirdinaten-vlak. De snijdingen Tan het platte Tlak en Tan het cylindcr- 
Tlak tijn bcschrijvende lijnen ran bet laalsle, en liggen op eene eenheid 
afslands van bet cobrdinalen-vlak xy. 

3. Onder de kromme lijncn, wclker vergclijkingen afhangen Tan 
cirkelvormigc obscisscn en regllijnige conrergcrende ordinalen, orlbogonaal 
gcrigt door do abscisscn, is de spiraal van Arcbimkdes die, welker rer- 
gclijking, bij die soort Tan coordinalen, demclfden rorm beefl als 
dc vcrgelijking der rcgle lijn Toor rcgtlijnigc orlhogonale cotirdinaten. 
Diczclfde overccnkomst beslaat dan ook l>y dc omgckecrdc krommc lij- 

ncu ; 
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r.eo ; inderdaad, de omgekeerde archimedische (of lineaire) spiraal is 
eene gelijkzijdig byperbolische apiraal. 

4. Evenzoo is het gelegen met de kromme lijnen ?an velerlei krom- 
uiing, die de namen dragen van cylindrische en conische tpiraien. De 
cersto ia de tchroeJUjn, op een regten cirkclvormigen cylinder getrokken ; 
de twcede is de schroefijn, gelrokken op een regt cirkelvormig kegclvlak. 
De eerste snijdt alle de beschrijvende lijnen onder een slandvastigen hoek, 
en de afstanden der snijpunten tot den omtrok der basis, tijn erenredig 
aan de bogen des omtreks van de basis, begrepeo tusschen deu oorsprong 
of het begin der schroeflijn, en de voetpunten der lijnen, op welkc ge- 
zegde afstanden worden gemeten. Onder de eerste voorwaarde kan ook 
dc kegelvormige schroeflijn beslaan, maar hare aeqoatio is alsdan expo- 
nentiaal, en zij is eerder eene kegelvormige logarithmische spiraal. Uet 
is meer bcpaaldelijk ondcr do tweede voorwaarde, dat de kromroe lijn op 
denkcgelis, hclgecn is de spiraal van Archimrdes op ccn plat vlak. Op 
het cylindrisch en conisch oppervlak hebben de vergelijkingen dier spira- 
len denzclfden vorm als die dcr regte lijn en der archimedische spiraal, 
namelijk i = a<r> of z — aq> + 6, in welke <p de cirkelvormige ab- 
scis, gerekend langs den omtrek der basis, cn % de rcgtlijuigo ordinaat, 
gerekend op de beschrijrendo lijnen, uitdrukt. Gevolgelijk zullen de om- 
gekeerde kromme lijnen hier wezen byperbolische lijnen van velerlei 
kromraing, welke men cylindrische en conische hyperbolitche spira/en 

De regte iijn heeft eene geljjkigdige hyperbola tot omgekecrde. Beide 
op cen reglhuekig stuk papier geconstrueerd lijnde, en dit om een cy- 
linder gewoudeo, tal de regte hjn io een gedeelle eener schroeflijn, de 
hyperbola in een gedeelle eener cyUodrische byperbolischc spiraal over- 
gaan. 

De kegelvormige spiraal wordt, in het ontrolde oppervluk ran den 
kegcl, eene archimedische spiraaJ, of een gedeelle er van. Men verkrggt 

C du 
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du< de kegeltormige hyperbolucrie tpiraal op bet kegelvlak, door, ia bet 
ontrolde oppervlak, de hyperboligcbe spiraal als omgckecrde der archime- 
discbe lc conslruercn, en daaroa den kegel nederom met het onlrolde 
flak omwikkeld to denkeo (2). 

5. Zij ecncirkcJ, bebbende r tot radins en het centrum in den oor- 

«proDg 



(2) Bij dete opmerkiogen kan geroegelijk eeoe andere plaau Tinden, «el ia geeo 
regtttrcekicb Terbaod ttaande met het onderwerp too beschouwing, oiaar rakende de krom- 
me Ujo, welke it de projecAie eeoer gewone ketis of orlindritche tchrceflljn, tid welka 
in den lekti i< gewaagd. Die projeelie, genomen op een pUl Tlek, OTenwijdig ean de at 
tao den regten eirkelronnigen cjlinder gerigt, U eeoe regelmatig Toortloopende tUngror- 
mige lijo, hebbende eene traoieeadentile o^uaiie; tommigen noemen htar «snuteiaV. 
Xeeml men nn den hoek, ooder weiken de betchrijTende lijnen Ttn deo erlinder door den 
ketix getneden wordeo, geiijk aao 4S*, dal it neemt meo de grootte tm deo epoed der 
tchroeflijo gelijk aan den omtrek der bwii Tan den cTiinder, too gaat de projeotle der 
tcbroeflun OTer in de krorotne lijo, aao weike men den oum gegeren heeft Tao vtrttltttr 
ier eyehide eo daer de ootrolde heltx it eeoe regte Hjn, blykt hieruit ook de wordingder 
genoemde terteUter door de regle Irjn. 

Detelfde projeotie der ichxoeflijo, welker tpoed aan den omtrek der cirkelTormlge ba- 
ait Ttn den crllnder gelyk it, it ook eeoe /i> der Hnutien, dtt it, Teitchilt niet tao 
dete tranteendenttle kromme, ingeral hare abtcitten gelijk genomen worden no de bogen, 
welker liouiten de ordlotten aijn. In het aigemeenite geral toch bettttt dete gelijkbeid 
niet ToUtrektelijk maar betrekkelrjk , toodat de reden luttehen de •btrjiueo en bopen 
ittndTattig i«. 

Nog U er eeoe bekende kromme lijn, welke, io een bijtonder gerai, niet Tcrtchilt 
Tan de projectie cener kelix. Deie kromme lijn onttUat wtoneer meo eeo regten cirkel- 
Tormigen eylioder torjdt door een pltt Tlak, niet «TOnwfldig aan de batit gerigt, en daarne 
het opperTUk Ttn den geknotteo cylinder op een pUt TUk ootwikkelt ; de elliptiMhe ing- 
ding gtnt, bij die ontwikkeling, orer in eene lUngrormige kromme, welke it de sooj?e- 
naamde getrant/trmeerde der op hei ootwikkelbare opperrlak beaUande ellipt. Waonoer 
nn de elliplitche •nijding gemiakt U door een Tltk, hellende onder een hoek tio 48» op 
het rlak der buit Tan deo crltnder, too tal de galrantforraeerde, or de ontrolde ellipliiobe 
doortnede, mede nlet Tertcbillen rao de projeetke eener twlix, gelrokteti op deotelfden cj- 
ltoder, en hebbeode, elt boreo, eeo tpoed, gelijk eto deo omtrek der betit. 
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sprong dcr codrdinaten. Deze beeft ccno omgokecrdo krommo, beslaande 
uit twee geiijke en gehjkvormige takken, ongcveer den vorro ceuer qua- 
dratrix of van een tak dcr secnnten-lijn hebbcndo, en, aan wcderzijdc 
van de abscisscu-as, tich tot in bet oueimiigc op- en necrwaarts uitstrck- 
kende. Dezc krommo is cene hypcrboltscho kromme; hare asyroplolcn tjju 
de onbcpaaldo raaklijncn dcs cirkels, gaaudo door do uitcinden der mid- 
delljjo, wclke op dc abscissen-as ligt. 

Bijaldicn r is > 1 tal de cirkcl, mct zijnc tegeuovergesleldc krommc, 
twee paren Tan tegenovcrgestclde snijpunten hcbben. Tfaar male r groo- 
ter is, naderen de toppen dor beide takken roecr lot de as van x, maar 
de boglen der kromme, bij die toppen, wordcn plattcr, cn naderen mecr 
het rcgllijnig bcloop. Is r — 1, zoo vallcn do bcide snijpunlen van elk 
paar zamcn in do uitcindcn dcr middcllijn, wclko op do as y ligl, aldaar 
bcvindcn zich dan ook de loppcn dcr bcido takkcn, cn cr hccft aanra- 
king van den cirkcl co der omgckccrde krommo plaats. Is r < 1, zoo 
beslaan er gecne snijpunlcn. Voor r tccr klein, liggcn dc bcidcloppcn, 
en dus ook de takken, op zeer grootcu afsland van dcn oorsprong; dc 
kromming dcr boglen wordl klciocr cn klcincr, cn = 0 als r = 0 is ; 
maar alsdan gaat do cirkel ovcr in een punt, cn do omgckcerdo krommo 
in een paar van tcgenovergcslelde punlen, op oneindigen afsland van het 
centrale pont gelegcn. 

6. Wanncer do slandvastige groothcdcn, in do vergelijking eeucr 
kroinme lijn voorkomcode, niet veraiideren, of tot elkandcr dezelfde re- 
den behouden, verandert ook do figuur of het bcloop dcr kromme lyn 
niel, al is bet dat de rigtiog en plaals der coSrdinaten-asscn veraoderd 
wordt. Eene omgekcerde kromme, op zich zclve beschoawd, vcrandcrt 
dus ook niet van gedaante, wanncer haro ponicn tot andero of vcrandcrde 
cofydinaten-asson gerckcnd worden. Docb beschouwt meo dc omgekeerdo 
kromme met betrekking tot do oorspronkelijke kromme hjn, too is hel, 
len aanzien van baar beloop, piet om hct evcn, tot welke asseo de pun- 

C 2 len 
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ten dcr oorspronkelijke kromme Jijn gerekcnd worden. Want eene ?au 
die assen is de grondlijn ter bepaling Tan de waarde der ordinaten Tao 
de omgekeerde krotnmc, en het is gecnssins onTerschillig hoe zij is gerigt. 
Voor eene regto lijn Tcrandert, met eeue andcre stelling dcr coGrdinaten- 
assen (mits geene derzelre eTenwydig aan de rcgte lijn sij), wel de af- 
meting, rooar nict de soort der omgekeerde kromme. Voor een cirkel 
Teranderen noch groolle noch soort der omgckeerde kromme, hoedanig 
ook de reglhoekige assen mogen gerigt sijn, mits de oorsprong in bet 
centrom ligge. Doch men denke eeno ellips ; neemt men eene der hoofd- 
middcllijnen als abscisscn-as, zoo Tcrkrijgt de omgekeerde krorome een 
symmelrisch beloop ten opzigte Tan de ordinalen-as ; necmt men ecbter 
eenigo willekeurige middellijn dcr cllips als abscisscn-as, soo verkrijgl de 
omgekeerdo kromme ecn gehccl onsymmctriscb bcloop. 

Oij andere kromme lijnen heeft bet merkbaar cn zclfs groot Terschil 
van figuur reeds plaals bij de Tcrwisseling der coordinaten-assen. De lem- 
niscata van Bbrsocilu geeft er een Toorbeeld Tan; neemt men als asvan 
x de Ign, gaande door de beide deelen van ilen strik, en wel door dc 
zoogcnaamde brandpunten Tan de lemniscata, zoo beslaat do omgekeerdc 
kromtoe uit twee parcn Tan tegenoTergestelde takken ; elk dezcr lakken 
is open maar onsymmetrisch ten opzigte cener lijn, gaando door den top 
en eTenwydig aan de as van y. Neemt roen daarenlegen de as vati y 
als as der omgekeerde kromme, soo beslaat deze uil tweo tegenoTerge- 
stelde gealoten deeleo, welke, op eeo oneindigen afstand, in eeo punt 
eindigen, en den Torm Tan zeer spitse eironden hcbben, symmelrisch 
sijnde tcn opzigte der as van de lemniscata. 

Nog een ander merkwaardig Toorbeeld der verandering vao 6guur 
eener omgckecrde kromme, door gelijklijdige verandering van de codrdi- 
naten en ran een der paramelers, heeft men bij den cirkcl. BoTen is 
reeds opgemerkt, dat de bedoeldo Cguor niet veranderl, soo lang de oor- 
sproug der codrdinateu in het ccnlrum Tan den cirkel blijfl. Docb men 
plaaise dit roiddelpunt op de as van y, boven den oorsprong en a cen- 
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(y - «)« + x * = r». 

De omgekeerde kromme ii van de vierde orde even ati wannecr het 
middelpunt in den oonprong ligt, maar hare fcrgelijking is nu 

1_ 

1 ~~ a + \f (r 1 — **) ' 

Naar gelaug mcn a < = of > r neemt, zal de cirkel door de as 
van x gesneden, geraakt of niet geanedon worden. 

Zoo a is <^ r, zullen de beido takkon der omgekeerde kromme niet 
gclijk en gclijkvormig wezen ; hct zal kunnen gebeuren, dat do cirkel wel 
door den bovenslen maar niel door dcn onderslcn tak gesnedcn, of ook 
door dezen slcchls geraakt wordt. Hetzelfde zal ook met den bovcnsten 
tak kunnen plaaU vinden. Deze zal, in het algemeen, zoodanig beloop 
verkrijgen, dat hij, na, in twee punten, van buiging te zijn veranderd, 
tot asjmptotcn hecft de loodlynen op do as van w, gclrokken door de 
soijpunten dezer as met den cirkel, en tot raaklijnen de evenwijdige raak- 
lynen van dcn cirkcl, mede loodregt door do as van w gaande. De asymp- 
lolen van den onderslen lak zjju de verlengdc asymptolen van den boven- 
slen, maar dio ondcrsle tak ligt geheel en al tusschen de asvmptoten. 

Zoo a is = r, vervalt de ondersle tak. De as van y is nu de en- 
kele asymploot der beide oneindig ver oploopendc beenen van den bo- 
vensten tak ; deze tak tal twee bnigpuntcn bebben, en, even als in an- 
dere gevallen, den cirkel kunncn snijden, raken of niet. 

Zoo a is *> r, bestaat de omgekecrde kromme ook slechts uit een 
deel, maar aaogezion nu y ncrgens gelijk nul u, slrekt de omgekeerde 
kromme zich nu niet meer tot in het oneindige uit. Zij tal cenu gesio- 
tene krommo lijn weien, eivormig van gedaaute, en van zoodanig onaf- 
gebroken beloop, dat er geen singulier punt bestaat; tjj zal twee toppen 

C 3 heb- 
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hebbcn, van wclko do raaklijncn evenwijdi^ aandeas vati s zullcn loopen. 

En too kan mcn, tcn aanzien dcr otugckcerde kromiue lijncn van 
dcn cirkcl, bij andcrc plaalstng van dcn coordinalen-oorsprong, — cn in 
grootcrc vcrschcidcuhcid nog tcn aaniicn dcr omgekcerde van andcrc 
kromtne lijncn, — zeer vele andero wijtigingen cn ovcrgangcn tan figurcn 
optnerkcn, welko racn ccnigzins bij dc anamorpAosen in dc uptica of 
perspccticf zou kuunen vcrgelijkcn of met dcze in vcrband brcngen. 

7. De omgekccrdc dcr Appollonische parabola xal ecnc cubiscbe 
bypcrbola wezcn, en zulks in bcide gcvallcti, hctzij men de as dcr para- 
bola aannecmt als abicissen-as, belzij men daarloe kicst de raaklijn aan 
dcn top dcr parabola. In bet ecrsto gcval zullen bct posilieve decl dezer 
as, en de gebcclc onbcpaaldc a» der ordinatcn, asjraptolen der hyperbola 
zjjn. In bet twccdc gcval is do geheelo as van x ccno asymptoot, en het 
posilievo dccl dcr as van y de tweedo asymploot. 

Even zoo wordt dc omgekeerde cener govvone hyperbola eene hyper- 
bolische kromme van de vierde orde, uit twee parcn van bvperboiischc 
takkcn ( bc»laande, welke de as van x tot gcmcenscbappclijke asymploot 
zullen bebben. 

8. Bchalvo do voorbccldcn der omgekecrdo van transcendcntale 
kroinmo lijnen, boven rccds bijgcbragt, zouden ook in aanmerking kun- 
ncn komen die dcr kromme lijucn, wclke zijti do lijncn der sinussen, dcr 
cosinusscn cn dcr tangentcn, bcbbende tot omgekcerde de mcde bekcnde 
krommo lijncn van de cosccantcn, sccauten cn cotangcnlcn. 

Ecn andcr voorbccld hceft mcu bij de cllipltsche functieen van de 
ccrslc cn tweede soort. Neemt men gccne polaire, maar regthockige coor- 
dinaten, — gccft men aan x atlo waardcn, van af nul tot {n, — en 
construeert mcn (c cen gctal < 1 zijnde) de kromme Itjnen, wetkcr or- 
dinatcn, voor dezelfdo waardc van x, tot uitdrukking hcbbcn 

zoo 
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> 

«oo tullen de getaltenwaarden dor ilakle-roimten, begrentd door deze 
kromme lijnen, door de assen ran x en y, en door eenige ordinaal, 
welke tol de abscis se behoort, de getallenwaarden tijn der elliptiscbc 
functieSn tan de beide eersle soorten, lusscben de grenzcn x en 0. De 
eerslc dezcr kronime lijnen zal opwaarts, de tweede neerwaarls gebogen 
zijn; lij bebben in de as y eeu pont gemeen, ecne cenheid Tan dcn 
oorsprong afstaande ; — tij kunnen ook, roor grootere waarden van x 
dau £ t, gedacbt worden tich rcrder uit le strckken, en oit cene aan- 
eenschakeling ran cindigo lakkcn to bcsUau, op afstanden = door 
keerpunten of uilspringende puntcn verceuigd, toodanig dal, voor elke 
kromme in hel bijtonder, dcte takkcn gelyk cn gelijkrormig ziju, roaar 
beurtelings tegenoTcrgcsteld. 

Eiudelijk rcrdient nog opmerking hel roorbecld dcr logarilbmische 
lijn. Hen kan bare acquatie voorslellen door y = Log. x; die dcr om- 
keerdo logaritbmica tal wezen 

1 

7 ~ L^Tx 

Zjj behoort tot eene kromme lijo, welke, eren als de beide pas aan- 
gewczene, merkwaardig is door de transcendentaJe inlegraal-funclie, tot 
welkc xy betrekkiog heeft. Die funotie is namclijk de toogenaamde inte- 
eraal-loearithmus, even aN de rllintiscbc funclieeu. eeno biizondere 
transcendenle uitmakende. 

De kromme ljjn bestaat uit twee takken van teer rerscbillend beloop. 
Zg begint in den oorsprong, ~ heeft aldaar een xoogenaamd sluit- of 
slandpuut, — gaat van x = 0 lot m =■ 1 door cen buigpnnt neerwaarts 
tot in het ondndige, — bij x = 1 wordt de conlinulteit afgcbroken, en 
voorbij m — s 1 bestaat, ojmaarls, eene soort tau hypcrbolischen tak, 
welke de as x lot eene asymptoot heeft De logarilhmica gaat door 
beide dete Ukken, surjdt detelve in twee punten, weiker abscissen tot 
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gctailenwaarden hebben, die der basis e en van de woderkeerige basii i 
ran bet neperiaansche logaritbmen-slelsel. 



v. 

De omgokecrdo kromme Ujoen wordeo gemakkelgk gecooslrueerd, 
wanneer de oorspronkelijkc getrokken tijn. Want too y en y de over~ 
ecnkomstige ordioalen van de oorspronkelijke en van de omgekeerde 
kromme tgo, heeft men y : 1 = 1 : y. De ordiuaten y worden dcr- 
halve gevonden door eene derde evenredige te constroeren, hetgeen, op 
tekero uitgestrektheid, door een tamenslel van linialen, dat is door regel- 
beweging, ton kunnen geschicden, als bediende roen ticb van eene soort 
»an pantographe. Doch siorlijker constraclie kan roen voorscbrijven door 
hel gebruik eener gelykiijdige byperbola. Want yj — 1 tijnde, eti 
eene gelijktijdige hyperbola geconstrueerd hebbende, welker polentia = 1 
is, ioo behoeft men slechts cvenwijdige lgnen te trekken, snijdende van 
de hvpcrbola en van de oorspronkelijko kromme gelijke ordinaten af. 
alsdan tullen de abscissen van de respectieve punten dcr hyperbola, de 
omgekecrdo ordinaten zijn van de overcenkomstige puoten der oorspron- 
kelijkc kromme lijn; en dete abscissen, door cirkelbogen, overbrengende 
op de ordinatenlijnen van laatslgenoemde puntcn, too verkrijgt men die 
der omgekeerde kromroe. 



VI. 

Onder do gevolgen, die uit de betrekkiog tuaschen de ordioalen der 
oorspronkelgke eo der omgekeerde kromme Igoen voortvloeijen, kan men 
ook deie lellen. 

De 
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De punteo, welke, in beide kromme lijnen, tot eren graote «bscissen 
behooreo, bebben ook even grooto tubiangentcn, maar dertelver rigtingen 
zijn tegcngcstcld, toodat de constructie der Ungenten no deomgokeerde 
oomiddcllijk Tcrkrcgcn wordt door die dcr langenten Tan de oorspronke- 
lijke, cn wcl op ecnc wijte, die, op den tegeugesleldeo tin na, detelfde 
ia als de manier om, met behulp der roaklijnen »an een cirkel, do raak- 
lijnen tot eene ellipt te trekken ; want een cirkel om of in eene ellipa 
bcacbretcn zijnde. too bebben de otereenkomstigo paolen van beide 
dete kromme lijnen (dat ia de punten tot detelfde abacis bebooreode), 
detelfde aublangens. 

De hoekeo, tuaacheo de abscissen-as en de OTereensteromcnde raak- 
lyucn der bcide krommc lijncn, hcbben eene bepaaldo betrekking tot 
elkandcr, toodanig dat de verbooding der Irigonometriache tangcnten van 
dete boekcn (tooder op poaitieTcn of negatieren toestand te letten) de- 
telfde is als de Terhouding der Tierkanlen Tan twee ordinaten, Tan welke 
de eene ia de ordinaat I, gcmeen Toor beide kromme lijnen, too zij cl- 
kaoder sntjden, terwijl de andere ia de ordinaat ran het raakpunt dcr 
omgekeerdo kromme met de raaklijn, wclke men beachouwt. Mcn kan 
dc Terhouding ook omkoeren, en teggen : de tangcna Tan den hoek, tas- 
schen de abscissen-as cn de raaklrjn Tan ecn puntder omgckccrdo kromme, 
Terboudt tkh tot do langens ran den hock, tusschcn de abscisaen-as en 
de raaklijn Tan het OTereeokomstige punl der oorspronkelijke kromme 
lyn, gclyk het vierkaol der ordinaat Tan het raakpunt der oorsprookelijke 
kromme, lol het Tierkant der eenhcid Tan de toaat der ordinalen. Sujjden 
de krommo lijneu elkander niet, too gaat nioltemin deze eTenredigbeid, 
gclijk ook de eerslgenoemde, door. 

Uilboofde ran deze bepaaldc rigting der raaklgnen van de overeen- 
komstige punten der oorsprookelijke en der omgckeerde krommo lijnen, 
hestaat cr ook zeker rerband tusscben de poollijoco Tan beidc. Echler is 
dit Terbaud, in het algemeon, rerandcrljjk ran de eene kromme tot de 
aodcre. Van sommige kromme lijneo, die, roor zeker punt ala pool, eene 

D reg- 
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regte lijn (ot poollijn hebben, kan de poollijn van het overeenkomstige 
punt der omgekecrde kromme mede eene regle lijn vreien ; doch mcer 
algcmeen is sij eene byperbolische lijn van hoogere ordc. 

Er beslaat ook eenc betrckking lnsscben de subnormalen, wclke voor 
alle overeenkomslige punten der oorspronkelijke en omgekeerdo krommo 
hjnen dezelfde is. Deso betrekking is die der vierkanten van de trigouo- 
melrische tangenten der boeken tnsscben de abscissen-as en de raaklijnen, 
dat is die der vicrde magten van do getallenvraarden der bovengenoemde 
ordinaten, te welen der ordinaat 1, en der ordinaat van het punt der 
omgckecrde kromme, welks subnormaal gedacht of gezocbt wordl, of ook 
der ordinaat van het overeenkomslige punt der oorspronkelijke kromme, 
en der ordinaat 1. 

Dit alles geldt voor orthogonale codrdinalen. Voor polaire codrdinaten 
verhoudt zich do sublangens der oorspronkeltjke tot de sublangens der 
omgckeerde kromme, als de eenheid tot het vierkanl van den voerstraal 
van het overeenkomslige punt der omgekeerde kromme, eo dexc is ook 
tevens de betrekking tusscben de sobnormalen, welke, even als do sub- 
tangenten, gedacht worden op de lijn, gaande door de pool, cn loodregt 
op den voerstraal gerigt zijndc. 

Do belrekking tusseheu de Jcngten van bogcn voor dcielfdc gronien 
van abscisseo, en de betrekking tusschen dc kromteslralen van overeen- 
komstige ponten, kan ook in algemeene formulen worden nitgedrukt, 
maar zij zgn niet eenvoudig, en doen geen merkwaardig vcrband kcnnen. 

De algeraeene uitdrukkingen voor de inhouden tusschen bepaalde 
grensen van abscissen, zijn klaarblijkelijk gelgkvormig aan de uitdruk- 
kingen der ordinalen. Voor de eene krommo is alsoo de inhoud gelgk 
aan de integraal oit de wederkeerige fonctie, welke voor den inhoud der 
andere krommo lijn moet gemlcgrecrd wordcn. Doch hicrby bepaalt 
zich dan ook hel algemeen vcrband tcn aanzion der inbooden. Allecnlijk 
sou men kunnen opmerken, dat, soo de inhood eeuer kromme Ign, tus- 
«chen bcpaalde grenzen van abscissen genomcn, niet bepaald wordt door 

in- 
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integratie, maar door de approxiraatie-manier, die men de methode der 
quadraiuren noemt, de omgekeerde kromme lijoen eene graphische op- 
lossiDg geven van hel problema, om, gegeven zijnde eene reeks van ge- 
tallen, die elkander, met geringe verschilleu, volgens eene bepaalde wet, 
cn sonder afbreking, oprolgcn, en aannemende dat de som van de ter- 
men dier reeks bokend tij, alsdan de som der wederkeerige waarden van 
die termeo te vinden of meotkundig voor te stellcn. 




De beschouwing der ontgekccrde kromme lijnen of der omgekeerde 
oppervlakken kan somtyds als middel tot verklaring en verdoidelijk.ing 
van aodere beschouwingen, en ook als bulpmiddel van onderioek, van 
eeoo weienllijke nuttigheid tjjn. 

Zoo kan men, raet bebulp eeoer omgekeerde kromme, op eeoe aeer 
eenvoudige wijie aantoonen, het vcrbaod, dat bcstaat tusschen de beide 
hoofdeigenfchappen der elliptische functicen van de eersto en tweedc 
soort, namelgk: dat voor de eerito, met bchulp eener eenvoudige verge- 
lijking, kan gevonden worden eene functic, gelijk aan de som of aati 
het verschil van twee gelijksoortige funclicSn, maar dal zulks voor de 
tweedc (en evenmin voor eene zoogenaamde funclie van de derde soort), 
roet dozelfdo elementeo of arguroenteo, niet doorgaat. 

Zoo dient, by de beschouwiog der vrocger genoemde transcendentale 
functie, die men integraal-logarithmus noemt, de construclie der omge- 
keerde logarithmica, om een mcer volkomen deukbeeld te goven van de 
bijzondere waardijen, welke dete functie achlervolgeos verkrggt of kan 
verkrijgen, bg aangroegiog der integraal-grens, of wel zij dient om de 
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beteekenis dier waarden, too als men te in eene berekende lafel opge- 
geten xiet, te verklaren. 

En 100 too ook het eene en andere, dat in dete hoofdrakelijke op- 
merkingen is aangeslijil, somlijds kunnen aangewend worden ala hnlp- 
middel »an oodortoek, om, — inzooderhcid wanoeer het den loop cn de 
eigenschappon vao kromme Igoen en gebogene oppervlakken geldt, — 
beschouwingen te verecn?oudigen. Van de onMtaodigbeid b. v. dat om- 
gekoerde kromme lijneo en gebogcne opperitakken van eene lagere orde 
kunnen tijn dan de oorspronkelijke, kan gehruik gcmaakt vrorden, om, 
door de kennis van den loop of der wording eener lijn of oppervlakte 
van lagere orde, die eeoer andere van boogere orde gemakkelijk na 
te gaan. 

De vcrgelijkingen, boven (aob II) bijgcbragt, kunnen tot voorbeelden 
biervan verstrekken. De eerste dier vergelijkingen wat: 

*y* -+- «y — bx — c = 0 ; 
bij verwtateling der coordioalen heeft men : 

yx* + ax — by — c = 0, 
en detc behoort tot eene kromme ran de derdo ordc, van welke de om- 
gekeerde een graad lager, namelijk eene kegelanede it, door welke der- 
halve de loop der oorspronkclijko kromme gcmakkclijk kan wordeo na- 
gcgaan. Met de tweede der genoemde vcrgelijkingcn is dit cveneens bct 
geral; tg is die ecner kromme Ign, welker omgekeerde eene gewone 
parabola is. Dit lager worden van den graad der omgekeerde krommc 
vindt intonderbeid plaala bg bet ontbreken van lermen, dat is bij bet 
onvolledig tijn der vergeljjkingen van gcgeveoe kromme Ignen, en men 
iou dnt somtijds, door geachikte transformatie van codrdinaten. uit do 
vergelgking eener kromme Ign toodanige termeo kannen doen wcgvallen, 
door welke de tequatie der orogekeerde kromme van een lager graad 
werde. 

Ten aantien van oppervlakken geldt bettelfde. Ware b. v. voorge- 
tleld het ondorzoek dea beloops eener gebogene oppervlakle van den 
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derden graad, hebbeode lot aequalie xy% = a, dan tou men zich daar- 
loe van de omgebogenc oppervlakte kunnen bedienen; want noemende £ 
de wederkeerige gelallenwaarde der ordinaal *, dan zou de vcrgclijking 
dier oppervlakte wezen at ~ xy. Deze is de vergeljjking eencr hjper- 
bolische [>uraboloide ; daarom kan bot gevraagdc beloop aangemerkt wor- 
deo ooriprong te nemeo uit dat van een regelvlak, tullende in helzelve 
alle die snijdingen hvperbolisch wezen, welke in het regelvlak regllijnig 
tijn, enz. 

Leiden, April 1845. 
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DOOR 

G. J. r E R D A M. 

De belangrijke leerstelling der Dynamica, bekend onder de benaming van 
het grondbeginsel van d'Alembert of het algemeen beginsel van d'Alembert, 
in verband gebragt met en uitgedrukt door het beginsel der virtuele snelheden, 
geeft eene belrekking, uit wclke, naar een onveranderlijken rcgel, kunnen 
afgeleid worden de noodige vergelijkingen, ter ontbinding van elk voorstel 
aangaande de beweging, en de omstandigheden der beweging hetzij van een 
enkel sloffelijk punt, hetzij van eene groep van sloflelijke punten, die op 
eenige wijze verbonden zijn of gezamenlijk eenig geheel, — derhalve ook 
eene massa van zamenhangende stofdeelen, een ligchaam, of vereenigde lig- 
chamen, — uitmaken. En zulks voor elk geval, in elke vooronderstelling, 
zoowel bij het vrijelijk kunnen bewogen worden van dat punt of van 
deze groep vereenigde punlen, als indien do beweging niet gehecl vrij is, 
maai dat verandering van plaats slechts op bepaalde wijze, slecbts voorwaar- 
delijk kan geschieden. Klaarblijkelijk moeten daartoe gegeven zijn en deze 
voorwaardcn en de krachten, die op de punten werken en de beweging ver- 
oorzaken of ook wijzigen, terwijl, in het geval eener groep van voreenigde 
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punlen, de bepaalde wijze van onveranderlijk of veranderlijk verbonden zijn 
tot de voorwaarden behoort. 

Lagrarge leerde ons het meer uitgestrekt gebruik van het beginsel der 
virtuelc snelheden. Ook hel toepassen der leerslelling van d'Alembert dooi 
iniddel van dit beginsel is men aan hem vcrschuldigd. Hij gaf een eenvou- 
dig voorschrilt, een otiveraiidcrlijkcn regel, of liever eene wijze van doen of 
tc wcik gaan, cene mcthode, bcstaande in eene eenvormige rekenwijze om, 
uil ccne algemeene vergelijking of formule, op het beginsel der virluele snel- 
beden gegrond, en van het wezen van dit beginscl de analytische uildrukking 
zijnde, alles af tc leiden wal doel van eenig onderzoek of van eenige be- 
schouwing in dc Stalica kan zijn. Maar dat voorschrift kan dan ook onver- 
audcrd gevolgd worden bij hel zamenuemen of verbinden van dil beginsel 
met dat van d'Alembert, ten eindc dit laatstc loe te pnssen ter ontbinding 
van eenig voorstcl <ler Dynamica. De rekenwijze voert alsdan niet alleenlijk 
regtstreeks tot de dilTereutiaal-vergelijkingen der beweging, maar zij doet 
bovendien bekend worden alle omstandigheden, die van de wcrking der krach- 
len en van de beweging, zoo als dcze plaats heeft, een gevolg zijn. Derhalve 
lccrt zij de bijzondeiheden, die men zou knnnen voilangen lc weten, of die 
mcn in ecnig geval zou inoeten nagaan, len aanzicn van drukking, spanning, 
wedeistand, lcgenwerking, als anderzins, uitgeocfend, veroorzaakt of leweeg- 
geliragl door do vyerkende krachten, door de traagheid der stof, door beiem- 
meringeu of beletsels, door voorwaardelijk verband, door gedwongene verplaat- 
sing, enz. En dan geeft zij ook het juiste oordeel ovcr krachten, welke in de 
plaals van die wederslanden en voorwaarden zouden kunnen gedachl. worden, 
ten einde, zoo zij mel de gegevenc krachten zamenwrrklcn op de groep van 
punten, deze te kunnen bcschouwen als eene groep van geheel vrije punten 
zonder ccnig verband. Ue eenvoudige en eenvormige wijze, waarop dit alles 
iu eene zelfde berekening of ontwikkcling kan bcpaald worden, werd door 
Lagraivge zelven aangeiuerkl als bij uitncmendheid aan zijne methode eigen 
te zijn, gelijk een bijzonder voordccl, verbonden aan haar gebruik. 

l)e weg, dien men volgt bij hct te werk gaan naar dit voorschrift, is ze- 
ker, doet niet falen. Alhoewel gemakkclijk en uiet lang, is hij evenwel niel 
allijd de koilsle. .Men kan dan ook, hij het toepassen van het beginsel van 
d Alembert, wel afwijken van den regel van Lagrange, wel nalaten 6m 
zijne rekenwijze in eenig opzigt te volgen, waar zij rnindor gepast of minder 
korl mogt zijn of mogl schijnen. Maar het afwijken heeft dikwijls geen vol- 
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docnden grond; het gedeeltelijk volgen kan doen twijfelen omtrent het alge- 
raeen zijn van de methode; het kan de raeening doen ontstaan, dat hetgeen 
raen zoekt, naar hct loutere voorschrift niet regtstreeks of niet in allen deele 
zou kunnen gcvonden wordcn. 

In de werken van voornaine wiskundigen, in geschriften, beslemd om als 
leiddraad voor de ordelijke heoefeniug der llynamica te verstrekken, trof mij 
mcermalen eene onrcgclmntigheid, onbestendigheid of onvollcdigheid in dat 
opzigl of in dien zin. Zelfs hij de hehandeling van eenvoudige voorstellen 
wordt de rekenwijze van Lagkahge niel altijd vollediglijk toegepast, cn van 
haar gehruik, ter oplossing van rainder eenvoudige viaagslukken, wordt niet 
gewaagd, alsof zij daartoe niet zou kunnen althans niel zou moeten gevolgd 
worden. Hel niet moeten kon grond hehhen m het somtijds minder korte. 
Het niet kunnen mogl niet worden voorondersteld, of zou slechts schijn we- 
zen. Het niel gewagen kon te eerder bevreentden, oradat het nuttige en leer- 
zamo, dat het volgen der rekenwijze van Lagrarge aanbicdt, niet in twijfel 
getrokkcn zal worden. 

De opmerking van dit ecn en ander gaf mij eene stof ler ontwikkeling, 
namelijk het overeenkomslig ik melhode van Lagkange toepassen van het 
beginsel van 0'Alembert, ter onlbinding van de twce in de Dynamica zecr 
gewigtige voorstellen, aangaande de beweging van een vasl ligchaam hetzij 
om eene vaste as, hetzij om een vast punt, in de vooronderstelling dat 
het ligchaam op onveranderlijke wijze met die as of met dit punt is ver- 
bonden. 

Met toepassen ter ontbinding wnrdt hier hedoeld het dpor dic toepassing 
verkrijgen of vormen van de dilTerenliual-vergelijkingcn dcr bcweging, en 
het bepalen der functien, die het oordeel geven over den wederstand, welken 
de as of het vaste punl moet kunnen bicden aan hetgeen door de bewegende 
krachlen wordt uitgewerkt en door de beweging wordt vcroorzaakt, Mocr 
geeft de toepassing van het beginsel van oAlehbert niel, en meer kan 
het niet geven. In de wijze van toepassen echter, in het middel om van het 
heginsel te komen tot die vergelijkingcn cn functien, kan ondcrscheid be- 
staan; daarin kunnen de oplossingen der genoemde voorstellen ook verschil- 
len. In geene der mij bekende oplossingen is daartoc ecniglijk en doorgaand 
gebruik gemaakt van de rckemvijze van Lagka>ge. Intusschen is de oplos- 
sing naar deze methode niet onbelangrijk. Welligt kan zij, met belrckking 
tot kortheid, geen voorrang hebbcn. Maar Lagrange gaf zijne methode ook 
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niet als een regel ter bekorling van de berekeningen. Moge zij dan geene 
kortere zijn, zij zal noglhans in andere opzigten vergelijking kunnen door- 
staan. 



§ i- 

BEWEOINO VAN EEN VA8T LIGCHAAM OM EEN VASTE AS. 



1. Zij eene vaste massa van bepaalde grootte en gedaanle. Men kenne de 
plaats van hare punten of elementen door hunne coordinaten x, y, z of af- 
standen tot drie reglhoekig op elkander gerigte en onbewegelijke coordinaten- 
vlakken. Is m de grootte der massa, dan za! dm aanduiden de grootte van 
elk harer elementcn of differentiaal-deelen. Is verder, voor de eenheid der 
massa, P de grootte ecner beweegkracht, dan zal, voor de massa m, de 
overeenkomstige beweegkracht zijn Pm, en zij zal, voor het element dm, 
Pdm wezen. Onderscheidcnc zoodanige krachten kunnen op een zelfde element 
dm werkcn. Deze krachten kunnen ook andere grootte hebben voor andere 
en andere elementen, en men kan in het algemeen aannemen, dal P afhangt 
van eene functie dcr codrdinaten van het element waarop de kracht Pdm 
werkt. Bij het gegeven zijn der krachten kent men zoowel rigting als 
grootte. 

Elke dor krachten op een zelfde element kan gedacht worden ontbonden 
te zijn evenwijdiglijk aan de codrdinaten-assen. In de plaats van al de 
bij ontbinding verkregen krachten, welker rigtingen aan eene zelfde codrdi- 
naten-as cvenwijdig zijn, kan, bij zamenstelling, eene enkele kracht gesteld 
worden, het geval namelijk uitsluitende dat deze zamenstelling een koppel 
zou opleveren. Op deze wijze zullen dan de krachteu, op eenig element dm 
werkende, hcrleid zijn tot drie krachten, evenwijdig aan de codrdinaten-as- 
sen gerigt, en ten aanzien van groolte aangeduid kunuende worden door 
Xdm, Ydrn, Zdm. Tot elk element behooren dergelijke krachten. Zijn nu de 
elementen niet vrij, dan zal er, volgens hct beginsel van dAlembert, door 
het gegeven verband der elementen, en door de voorwaardelijke wijze van 
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Amimic verplaatsing of betoeging, evenwigl bestaan tusschen al deze beweeg- 
krachten en andere, gelijk en regtstreeks tcgcnovefgesteld aan de boweeg- 
kracbten, 

die op de elementen zouden moeten werken, om aan deze, zoo zij geheel 
vrij waren, dezelfde beweging te geven die zij, bij het vereenigd zijn en 
aan voorwaarden van verplaatsing onderworpen, werkelijk bebben of ontvan- 
gen. Dienvolgens moet, door het beginsel der virluele snelheden, 

^{ X ^ m -^^} 9* + 2 {Ydm- ^fd"»} + 2 {Zdm- ^dn»} '* = 0 

zijn. Bijaldien do elomenlen onmiddellijk en overal onafgebroken aan elkan- 
der sluilen, zoodat het gcheel of vereenigde als een massa, — deze moge 
vast zijn of niet, — kan aangetnerkt worden, dan gaan de uitgedrukte som- 
men over in integralen, betrekking hebbende tot de geheele massa, dat is 
uitgestrekt over de geheele massa, en mcn zal moeten hebben: 

/{ X * m "d^H ax + / { Y ^-^fdm}^ + f [z3m-^m}fc = 0, 

of 

/{[X dm - d «.] + [Y d m - dm] 9,j + |[Z d m - ^fdm] **} = 0 . (I) 

ln deze vergelijking, — welke is dc onbepaalde vcrgelijking der virtuele 
momenten, — zijn ix, ty, H de variatien der codrdinaten van de elementen 
der massa, — zij zijn symbolen der virtuele snelheden of der virtuele ver- 
plaalsingen van de elementen, — en de vergelijking is ddn alleenlijk waar, 
indien men hct verband of de betrekkingeu in aanmerking neemt, tusschen 
deze variatien moetende bestaan als de elemenlen niet volkomen vrij zijn, 
dat is zoo zij zijn verbonden en in wijze van beweging, als anderzins, duor 
voorwaarden bepaald. 

2. De behandeling der vergelijkingen (1) komt derhalve hierop neder, 
dat men vergelijkingen of functien van de onbepaalde codrdinaten x, y, % 
(onbepaald namelijk in het gevai eener massa, welker elementen overal op 
dezelfde wijze aan elkander sluiten of zamenhangen, en dat er geene bijzon- 
dere of bepaalde punten zijn, waarop andere of bijzondere krachten werken, 
of ten opzigte van welke punten bijzondere voorwaarden moelen worden ver- 
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vuld) vorme, dic de uitdrukkingen zijn van al de le vervullen voorwaar- 
den, — deze voorwaardes-vergelijkingen variere, — en met deze geva- 
rieerde voorwaardes-vergelijkingen, of voorwaardes-vergelijkingen der vari- 
atien van de coordinaten, uit de vergelijking (I) zoo vele varialien eliminere 
als er voorwaardes-vergelijkingen zijn gegeven, kunnende liet aantal van 
deze laatste nimmcr overtreffcn dat der onbepaaldc of dat der onbcpaalde en 
der bepaalde codrdinalen. Op deze wijze komt men tot eene vergelijking, 
onafhankelijk van eenigc voorwaardc; zij is de vergelijking der virtuele mo- 
menten bij welke al de voorwaardcn zijn in rekening gobragt; derhalve de 
bepaalde, ofscboon vervormde, vcrgelijking der virtucle momenten. Zijn al 
de variatifin gefilimineerd, dau is dcze verkregene vcrgelijking (zoo noodig, 
berleid zijnde) de ecnige maar ook slecbts dc eene noodzakclijkc vergelijking 
der beweging. Zijn al de variaticn nict gceliinincerd, dan zijn de nog be- 
slaandc of overgeblcvene onderling onafhankclijk en gebeel onbepaald. Cn 
aangezien nu aan de vergelijking voldaan moet worden, onafhankelijk van elke 
varialie der coordinaten, zal dc som van nllc tcrmen, die eene zclfde variatie 
tol factor hebben, ann nul gelijk gesteld moelen worden. Er komen op deze 
wijze zoovelc nfzondcrlijke vergelijkingen als er variatien, in de bepaalde 
vergelijking der virtuele momenten, waren overgebleven, en deze zullen zijn 
of, bij herleiding, opleveren dc vergelijkingen der beweging. 

3. Hel regtstreeksch climincren der variaticn dx, dy, dz ... uit de vergelij- 
king (f) kan ingewikkclde berekeningon vercischcn en moeijelijkheid ver- 
oorzaken. In de plaats biervan stelde Lagkanoe eene rekenwijze, door hem 
genocmd melftode des mnltiplicatcurs. Gelijk bekend is bestnat zij hicrin, 
dat elkc voorwairdes-vergelijking der vaiiatien, den vorm 3L = 0 hcbbcnde, 
mct cen onderscheiden doch onbepaalden factor X vermenigvuldigd, gevoegd 
worde (door oplelling) bij dc onbepaaldc vergelijking der virtucle momenten, 
en dat daarna de sommen der tennen, die ecne zelfde variatie tot factor 
hobben, aan nul gelijk worden gesteld. Alsdan uit de komende vergclijkingen 
de onbepaalde laclorcn l wederom verdrijvende, zal incn de focgeerde diffe- 
renliaal-vcrgelijkiugen der bcwcging verkrijgen. 

Heeft de vergclijking der virtucle moinenlcn betrekking tot dc elementen 
eener massa, bestaal zij dcrbalvc uil sommen van uitdrukkingen of uit eene 
som van integralen, of is zij eene integraal, en zijn bovendien de ver- 
gelijkingen iL = o onbepaalde voorwaardes-vergelijkingen, dan moeten bij 
de vergelijking (I) niet gevocgd worden termen van den vorm X3L = 0, 
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maar soinmen of inlegralcn van soorlgeiijke tormen, hetgeen nederkomt op 
het bijvoegcn van termen XSL onder het inlegraal-teeken. Ilet aao nn/ge- 
iijk stellen van sommen van termen, die met eene zeifde variatie worden 
vermenigvuldigd, heeft derhalve betrekking tot termen onder het integraal- 
teeken. Waren sommigc vergelijkingen <* L — o hcpaald, hadden zij tot een 
enkel bepaald punl of lot enkele bijzondere punten der massa betrekking, 
dan zouden de overeenkomslige termen X d L inoelen worden hijgevoegd bui- 
len het integraal-ieeken. Zoodanigc termen huiten het integraal-teeken kun- 
nen ook uit onbepaaldc voorwaardes-vergelijkingen onlstaan, indien deze 
namelijk gecn betrekkingen zijn tusschen variatifin van coordinaten, maar 
van differentialcn der coorditiaten. Want in dit gcval moeten de termen X&L, 
onder het inlegraal-leeken aanwezig, worden ontwikkeld, dat is, door het 
inlegreren bij gedeellen, afhankelijk worden gemaakt van loulere variaticn 
der coordinalen, zoodat er dan ook termen, vermenigvuldigd mct variatiSn 
en mel differentialen van varialien, buiten het integraal-teeken zullen tre- 
den. f)c rcgel van het aan mtl gelijkstellcn van de somincn der termen, 
die eenc zelfde vjiriatic tot factor liebben, zal dan eveneeus moeten toege- 
past woiden op de termen huiten het integraal-leeken. De vergelijkingen, 
welke hierdoor worden verkregen, moelcn eensdeels dicnen ter bcpaling van 
de grenswaarden der ingevoerdc onbcpaaldc vcrmenigvuldigers X, anderdeels 
ter bepaling van standvastige groothedcn, dewijl hel kan gebeuren dat, voor 
het bovengenoemd elimineren dezei factoren X, liet inlegreren van vergelij- 
kingen moet voorgaan. 

4. De ditFerentiaal-vergelijkingen der beweging zijn gevormd uit vergclij- 
kingen, die van de faclorcu X ;tfh;ingeii. Ileeft inen de ditferentiaal-verge- 
lijkingen kunnen oplossen, dan zal nien ook de uildrukkingen van waarde 
der ingevoerde factoren X kunnen vinden Deze geven, naar de beschou- 
wingen van Lagrange, het middel oin de grootte van uilgeoefende druk- 
kingcn, van gebodene wedcrstandcii, als anderzins, le leeren kemien. Zijn 
b. v. x ti y x ,z x de coflrdinateii van cen element of van een stoffelijk punt, dat 
bewogen wordl, of waarop zekere krachten verniogen uitoefenen, of dat we- 
derstand biedt, — moel tcn opzigte van dit punt ecnc vooiwaarde, uitge- 
drukt door eene funclic L, =0 der coordinaten x,, y„ z,, worden vervuld, — 
en is door dc zoo even aangeduide vergelijkingen bevonden, dal X t is de 
waarde van don factor, waarniede 3L,=o was vermenigvuldigd, dan zal de 
grootte der drukkiug, botsing, spanning enz., geleden op of ter plaalse van 
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dat punt, en voor zoo verre dit een gevolg is vau of onmiddellijk in ver- 
band staat met de voorwaarde L, = 0, bepaald worden door de uitdrukking 



moetende het onderste teeken genomen worden, als de gevondene waarde of 
uitdrukking der waardel, is negatief. Zijn andere voorwaardes-vergelijkingen 
L, =0, L, = 0 cnz. mede van dezelfde codrdinaten £,,y,,z,, gelijk van 
andere, afhankelijk, dan moeten ook met deze, doch alleenlijk met betrek- 
king tot helzelfde genoemde punt, de overeenkomstige uitdrukkingen A, U„ 
X, XJ, . . . worden opgemaakt, en deze zullen eveneens de grootte leeren van 
de drukking, op dit punt uitgeoefend, of van de belemmering, ter plaatse 
van het punt bestaande, ten gevolge van het voldaan zijn aan de voor- 
waarden L, = 0, L, = o, enz. En kent men zoo de onderscheidene druk- 
kingen of wederslanden voor een zelfde punt, bf de vele dergelijke uitwer- 
kingen voor verschillende punten van eene lijn, van oen oppervlak enz., dan 
blijft nog overig het hcrleiden van deze alle tot e6n enkele of tot een kleinst 
aantal, om tot hel juiste oordeel te komen over hetgeen eigenlijk wordt uit- 
gewerkt of teweeggebragt. Deze herleiding geschiedl naar geen bijzonder 
voorschrift, dat is naar geen voorschrift, door de rekenwijze gegeven, of uit- 
sluitend, gelijk cen cigen dccl, tot de rekenwijze behoorende; zij wordt op 
do gewone wijzc volbragt door de regels voor het zamenstellen van krach- 
ten en van koppcls. 

Maar voor deze herleiding is bet noodig, dat mcn de rigting kenne, in 
welke drukking geledcn of wederstand geboden wordt. Daartoe zij opgemcrkt, 
dat de producten Xdh, in de vergelijking der virluele momenlen opgenomen, 
zelve den vorm hebben van een virtueel moment. Zij moetcn er ook de voor- 
stelling van zijn, opdat deze vergelijking den zin behoude, dien zij uitslui- 
lend en eeniglijk moet hebben. Aangezien nu 



is, blijkt hieruit, dat X8h inderdaad koml in de plaats van de som der za- 
menstellendc virtuele momenten eener kracht of eener uitwerking (iU), uit- 





dL dL dL 



= (*U)^ + (*U)^ + (XU)^ 
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geoefend op het punt, welks coordinaten zijn x, y, z, cn daar ter plaatse in 
eene rigting, norraaal tegen een oppervlak, hebbende L = f(x, y,z) = 0 
tot vergelijking. Dit oppervlak kan gcdacht worden do voorwaarde L = 0 
te vervangen. llet bepaalt de gcdwongene beweging van het punt. De baan, 
door het punt bcschrcven, of waarin het punt wordt bewogen, moet op dit 
oppervlak zijn. Door het teeken van U kcnt mcn de streek der normale rig- 
ting, waarin het gedachte oppervlak of de baan van het punt (als ware zij 
eene sloflelijke baan) wederstaud biedt, en de reglstreeks tegenovergesteldc 
streek bepaalt de rigting, waarin de drukkiug, als andorzins, op het punt 
wordt uitgeoefeud. 

De horinneiing aun de hoofdpunlcn der rckenwijze van Lagrawge is hier 
voorgegaan, len einde le venuijdeii dat, bij het ontbinden der voorstellen 
over de beweging van een ligchaam om eene as of oin een punt, de rede- 
neringen of berekeningcn hier en daar zouden moeten worden algcbroken, 
om de te volgen of toe le passen deelen der rekenwijze le noemen en meer 
of minder in cenfge bijzonderhcden le verklaren. 

5. ()m de vergclijking der virtuele momonten te doen dienen, ter bepaling 
van de beweging en van de omstandigheden der beweging van een vast 
ligchaam om eene as, welke in de ruimle niet van plaats verandert en ook 
met hct ligchaam onverandcrlijk verccnigd is, merke men op, dat voor elk 
element der vaste massa drie voorwaarden moeten worden vervuld. Vooreerst 
heeft de bewoging van elk element om de as in ecn cirkcl plaats; elk 
element heeft derhalve of behoudt voortdurend een onveranderlijken afsland 
tot de as. Tcn Iweeden blijft elk clement in een vlak, — het vlak van zijne 
cirkelvormige baan, — dat loodregt op do as is gerigt, of liever, indien door 
eenig punt van de as een vlak gedacht wordt, loodregt op de as gerigt, dan 
behoudt elk elemenl ook voortdurend een onveranderlijken afstand tot dit 
vlak. Ten derden is de massa of he! ligchaam vast, dat is de elementen slui- 
ten niet alleen onafgebrokcn aan elkander, zij hangcn niet alleenlijk zamen, 
maar zij kunnen ook nict gerekl, ingedrukl noch om clkander gebogen wor- 
den; zij moeten derhalve onderling onveranderlijk van plaats zijn; zij moe- 
ten ten opzigte van elkander dezelfde afstanden behouden. De elementen van 
een volkomeu hard ligchaam verkeeren dienvolgens in dit geval. Nietlemin 
is de beschouwing ook loepasselijk op ecn weck of veerkrachtig ligchaam, 
zoo lang of zoo dikwijls, helzij door de werking der krachten, hetzij ten 
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gevolge der beweging, geen de minste verandering in de onderlinge afstan- 
den der clementen wordt veroorzaakt. Dit onveranderlijk zijn der afstanden 
tusschen de elementen is voor een gedeelte reeds in de Iwee eerste voor- 
waarden ; hetgeen nog aan het volstieklelijk onveranderlijk zijn ontbreekt, 
is dat clk element, in het vlak zijner beweging om de as, dezelfde plaals 
behoudt len opziglc van de overige in dit zelfde vlak gelegene elementen *. 

Eenig punt der as van omwenteling worde als oorsprong der codrdinaten 
van de clementen der massa aangenomon." De as zelve zij die der ordinaten 
z, waardoor dan tevens de slclling van het vlak der cofirdinaten x en y be- 
paald is. Is nu de afsland van eenig element tot de as van omwenleling = r, 
en de afstand van hetzelfde element tot het coordinaten-vlak xy, — C, dan 
zullen, volgens de twee cerstgenoemde voorwaarden, r en C voor een zelfde 
element standvastig moeten zijn gedurendc de beweging. De voorwaardes- 
vergelijkingen, door welke dit wordt uitgedrukt, zulien dienvolgens zijn: 



• Deze Bijdrage, nan de Koninklijkc Akndcmic van Wctcoschappcn aangcbodcn, was door Haar 
geateld in handeo van de Hecren Lobatto en Stajikart, Leden der Akademie, ten einde ovcr den 
inhoud verslag en oordeel uit te brengen. De veralagen dezer Heeren beoordeelaara bebelsden ook 
eeuige opmcrkingfii, wclkc aan den schryver zijn medegedecld geworden, opdat h|j daarvan zoodanig 
gebruik zou kunnen makcu ats hem gepast zou voorkomen. Voor zoo ver dit nict geschied ia om 
voorstelling, beachouwing of bchandcling van enkele punten, in dc Bijdra^e ecnigzins te wijzigen, 
oordeclde dc schryver het voeguuim van dc voornaamstc der aanmcrkiugen cn opraerkingen mrlding 
tc inakcn, ter plaaUe waar bct belioort of waartoc zij betrekking hebbcn. 

Ten upziylc vuh de hicr in den tckst gcuorutdc voorwaarden is door den Hecr StaMKAKT anngcraerkl, 
»dat dc dcrdc voorwnarde, door voelke zou worden uitgedrvkt dat elk element, in het 
» vlak tijner leweging out de a», detelfde plaat» bekoudt ten opsigte van de overige 
» in dit zelfde vlak gelegene eleinenten, niet geheel voldoende schcen te zijn, want zoudeu 
»daarbij dv vcrechillendc vlakken inet hunne elementeu uict nog afxonderlrjk om de as kun- 
» nen draaijcn P" 

Indien mcn zieli die vlnkkcn afzoudcrlijk, op of tegen elkander geplaaUt, wilde voorstellcn, ea 
er eene oneindig klcinc tot nut naderende dikte aan toekennen, zouden toch de elementen in eenig 
vlak inct die van het, aun dc ccnc of anderc zijde, daar tegen aansluilende in aaurakiug zijn. De 
in aanraking zijude dcelen of puntcn der eletuentcn in het eenc vlak cn in lict andere. zonden 
dezelfde ordinaten 2 hcbbcu. De verRclijkinjr, welke hct ouveran.lerlijk geplaatst ziju dezer declen 
in bet eenc vlak uildrukt, zul dan ook gclden voor dc overeenkomstige aanstuitcndc deelfii der 
elementcn in het uudcre. Dicnvolgeus moeteu deze deelen in hct tweedc vlak, cn dan ook de 
elemrntcn in dit vlnk, ondcrling dcxelfde plaatsen behoudcn als dc overccnkorastige declen cn 
clcmcnten in het ecrste vlak, cn dczclfdc vergelrjking, welke dit voor het cenc der vlakkcn nit- 
drukt, sluit op dezc wijze hct onderling winienhangen dcr beide vlakken in. Geen nieuwe voor- 
waardea-vcrgelijking is noodig; zij zou ovcrtollig wezen en onbepaaldheid docn ontelaau. 
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L, = x» + </ J — r» =0, (8) 

L, = z - C = 0 (4) 

Hieruit de voorwaardes-vergelijkingen dcr varialicn van de coordinaten 

9L, = 2x9x + Zydt, = 0, 15) 

3L, = ** = 0 * («) 



De derde voorwaarde zal daardoor kunncn worden uitgcdrukt, dat, terwijl de 
diiTcrentiaal-afstand A« van clke twcc onmiddcllijk aan elkander grcnzendc 
elementen, hebbende x, y, z en x + d#, y + s tot coordinaten, standvastig 
blijft, de afstand van lict twcedc dezer clemcnten tot de as, evcn zoo als 
die van het eersle, geen verandering ondcrgaat of kan ondergaan. Derhalve 
moet de variatie van 

(* + W + (y + */)' 

nul zijn, dat is 

2 (* + )x) [9x + 9*x) + 2 (, + 0y) (9y + = 0. 
Hieruit, na ontwikkcling, cn op flD-r = d9x, &<ty = lettendc, 

2 (x 9x + y 9y) + 2d (x 9x + y 9y) + 2 (»>* d 9x + t) fy) = 0. 

Maar ***+,yfy, volgens (5), =0 zijnde, is ook %(xdx + y9y) = 0 ; derhalve 
komt dczc derdc voorwaardes-vergclijking der variatien van de coordinaten 

9 L, = 2 *xl>9x + 2 dydfy = 0, (7) 

welke ook onmiddellijk zou hebben kunnen zijn afgclcid gcworden uit 
d*» = A«» + + — slandvaslig, in aanmerking nemcndc, dat t standvas- 
tig of 9z — o is *. 

De voorstc leden der vergelijkingcn (5), (6), (7), elk met een onder- 
scheiden doch onbepaalden factor A, vermenigvuldigd, en de produc- 

lcn over de gchcele massa genomen zijnde, moeten de vergelijkingen, daaruit 
onlstaan, opgeteld worden bij de onbepaalde vergelijking der virluele mo- 
menten. De bij tc vocgen vergelijkingen zijn derhalve: 

^21, (*9x + 1,9;,) — 0, jl t dz = 0, jiX 3 (dxtfx + dytf,,) = 0 
Maar de laatste worde cer.sl, door integreren bij gedeelten, herlcid, zoodat 



• Zie dfi aanleekenin», aan het eincle <kter Bijdraye. 
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de termcn onder het integraal-teeken eeniglijk van loutere variatien der codr- 
dinaten afhangen. Daartoe aannemcnde, dat X'\, X' t , 

zijn de waarden van X t , d*, D,y, 8*, 8y aan de twee grenzen (einde en begin) 
der inlegraal, zal die laatste vergelijking overgaan in 

0=— ji9xb{X t i>x)— ^^«)(^^V) + ~(^3' , ^ , ')^ , ' + 2(i ,, 1 dy'')V'— 2(V,d*')<>*'- 2(1', 

Ofscboon het standvastig zijn der ordinaat z van eenig elemenl, cn het 
daarom nul zijn van bare variatie, vrijheid gecft om den derden lerm in 
het voorste lid der algemeene vergelijking (1) van de virlueie momenten te 
doen wegvallen, indien het allcenlijk tc doen is om de differentiaal-vergelij- 
king der draaijende lieweging van de massa le liebben, zal die derde term 
nog behouden worden, omdat hij later, ter bepaling van eene der uitgcoe- 
fende drukkingen, dienen moet. Nogtans kan, zonder dat de algemcenheid 
der berekening worde vermindcrd, het tweede gedeelte van genoemden 

term, dat is worden opgeheven; want de zamcnstellendc snclheid r^, 

cvenwijdig aan do as, is klaarblijkelijk nul, cn daarom ook de versnelling 

— = 0. Uet optcllen van de drie nu verkregene vergelijkingen bij de on- 

bepaalde vergelijking (I) der virtucle momenten, zal, na de termen, diemet 
cene zclfdc variatie vermenigvuldigd worden, te hcbben vereenigd, deze be- 
paalde vergelijking der virtucle momentcn (ceniglijk nu op het geval der 
beweging cener vaste massa om eene vaste as toepasselijk zijudc) gcven: 

/|( X — d^) d '" + 2X,X ~ 2 <Ml,d*)}te + 

J {[* - ~] «*» + 21, , - 2D(1, dy)} 8, + j jz d m + 1,} 8» 

+ 2(r s ,V)fe" + 2(r ld /)V- *(i\d*')9x-ni',tf)h' = o • • • (») 

In deze vergelijking zijn gecn limieten van integralen aangeduid; zij 
moeten niettemin als bepaalde intcgralcn worden beschouwd, als integralen 
over de geheelc massa uilgcstrekt, dat is tusschen de grenzen der massa 
genomen. De uitgedrukle variatifin, zoowel die in de termen buiten als die 
in de termcn onder de integraalteekcns, zijn thans als ondcrling onafhanke- 
lijke variatien aan te mcrken. Derhalve wordl, overeenkomstig den regel, 
aan de vergelijking (8) voldaan door te stcllen 
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( X ~d^) dm + 2 *' *~ 2d(Aj ** ] ~- °» 

[ 



(9) 



Y dm + 2 X, y -2d(l, fe) = 0, (10) 

Zdm + i^O, (11) 

x\ 3*" = o, r , c y - o, y, &*• = o, *', dy = o (i 2) 

De onbepaalde factor X x komt alleenlijk voor in de vergelijkingen (9) en (10), 
en in geen van beide is de onbepaalde faetor Daarom is de vergelij- 
king (H), waarin deze laatste vermenigvuldiger de eenigc is, onnoodig ter 
behandeling van dc twee eerstgenoemde, uit welkc cene differenliaal-ver- 
gclijking moet kunnen afgeleid worden, die bevrijd zal zijn van*. en*,ora 
de differenliaal-vergelijking der beweging te kunnen wezen. Yooreerst den 
factor X, regtstreeks eliminerende, komt: 

( x -^) , ^~(* T ~0)*^ + 8 ^ (1, ^ , " J ' i(1 »^ ,) ~-°' 
van welke vergelijking de onbepaaldc intcgraal is 

/ { (^ ~~'w) dOT ~ ( * Y * m ~ * X + 2 X> {X ^ ~ 9 dx) = ° (o) 

Uit de vergelijkingen (12) volgt, dat de waarde van X t aan de limielen der 
inlegraal nul is. Neemt men wijders de gewone vooronderstelling aan, dat 
aan de eene dcr limieten de integraal verdwijnt, dan wordt C = 0, en de 
voorgaande vergelijking, uitgestrekt zijnde ovcr de geheelc massa, zal dcze 
bepaalde uitkomst geven: 

/(*^~'^) dw ~ (13) 

Deze is de bekende vergelijking der draaijende beweging eener vastc massa 
om eene onbewegelijke as, indien op de elementen dczer massa voortdurend 
krachtcn werken die, ontbonden zijnde in drie regthockige rigtingen, van 
welke eene is evenwijdig aan de as, Xim en YD»> lot sommen van zamen- 
stellende elementaire krachlen, evenwijdig aan de beide andere rigtingen (met 
de as regle hoeken makende), zullen opleveren. 

6. Daar de hoeksnelheid der draaijende beweging eene voorname grootheid 
is, wclke men op eenig oogenblik der beweging moet kunnen weten, wordt 
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het eerste lid der vergelijking (13) gemeenlijk tot een anderen vorra her- 
leid, zoodat hel de hoek versnelling leert kennen, en dan verder, na het ten 
tweeden male integreren, de hoeksnelheid zelve. Deze herleiding kan op meer 
dan £&i wijze gcschieden. Is b. v. « de hoeksnelhcid op eenig oogenblik, 
dan heeft een clcment der massa, op dcn afstand r (r 1 = x* -j- $•*) van de as 
geplaatst of gelegen, dc snelheid ra> in zijne cirkelvormige baan, waaruit, 
door ontbinding, de zamenstellendc snelhedcn, evenwijdig aan de assen der 
codrdinaten « en y, 



en dan 



-■=.-¥■ xai, — — — - jr w, 



x-- — y — = [x 1 4- y 1 )» = r*a>. 



Gevolgelijk, wegens het, voor een zelfde element. standvastig zijn van r, 

waarmede het voorste lid der vergelijking (13) overgaat in 

omdat de inlegraal belrckking hceft tol al de clcmcnten der massa, die, 
als onveranderlijk zamenhangende, ook alle op een zelfde oogenblik dezelfde 

hoekversnelling ^ heliben. Dienvolgens komt de formulc 



(xYdm-yXdm) (14) 



zijnde de bekcnde vergelijking, door welke de hoekvcrsnelling ^ wordt bc- 

paald, waarmede dan verder de hoeksnelhcid « in functie van t zal kunnen 
gcvonden wordcn. 

7. Klaarblijkelijk moet de vergelijking dcr beweging ook verkregen wor- 
den, door het regtstreeksch elimineren van zoo vele variatign uit de vergelijking 
der virtuele momenten, als er voorwnardcs-vergelijkingen der variali&n van 
dc coOrdinalen gcgcven zijn. Beschouwt men * als standvastig, 9t = 0, en 
den derden term uit de vergelijking der virtuelc momenten afwezig, zoodat zij 
eenvoudiglijk is 
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f\(x im - £>) u + (tj- - j.) *} = 0. 

dan zijn er twee voorwaardes-vergelijkingen, • 
s8x + y8y = 0 en d«d&e + dty = 0, 

derhalve zoo vele vergelijkingen als variatifin. Van deze de uitdrukkingen 
der waarden uit de voorwaardes-vergelijkingen bepalende, en alsdan, na 
subslilutie dezer waarden van 8x en in de vergelijking der virtuele mo- 
nienten, de uildrukking ondcr het inlegraal-teeken aan nul gelijk stellende, 
zal dc differentiaal-vcrgelijking der beweging moeten komen, of liever, men 
zal, ceniglijk door die substitutie, de uitgedruktc integraal van deze verge- 
lijking hebben. 

Om 8x en dy uit de twee voorwaardes-vergelijkingen op te lossen, diffe- 
rentiere men de ecrste dezer vergelijkingen, en eliminere daarna 8x en %8» 
door middel van de beide voorwaardes-vergelijkingen, dan komt 

8y ^ dy 

(*dy — y*x) — — (*ty — yd*) - •-= 0, 

X 0X 

dal is 

^8y $x 
8y x ' 

Bijgevolg 

8y = Cx, 

en dan 

<3.r — - - Jy = — r y . 
x 

Hiermede gaat de vergelijking der virluele momenlen ovor in 

J{— [x&n - *-*dmJ Cy + ^Ydm - d»^C*j = 0, 

weike, deu standvastigen factor C opheffende, na eenvoudige verschikking 
van termeu juist de boven gevondene vergelijking (13) zal opleveren. 

8. Zoo er geen krachten onafgebroken op de elementen der massa wer- 
ken, maar dat bet ligcbaam is in bewcging gebragt door de onherhaalde 
botsing eener kracht, of ook door een koppel van krachten, dat slechts een 
enkel oogenblik heefl gewerkt, zal, gelijk bekend is, de draaijende beweging 
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■ 

eenparig zijn. De vergelijking (14) leerrdit ook; want Xdm en Idm nul 
zijnde, wordt deze vcrgelijking 



aan welke alleeniijk kan worden voldaan door — = 0 tc stellen, waardoor m 

slandvastig wordt. Nog zou inen lot deze zelfde uilkomst zijn gekomen, door 
het voorstel voor hct thans geslelde bijzondere geval evcnzoo op te lossen 
als voor het geval der meer algemeene vooronderstelling. Daartoe raoet men 
dan deze vergelijking der virtuele moraenten behandelen 

Zij zal voeren, bij het cveneens te wcrk gaan als boven, tot dit stel van 
vergelijkingcn 

d'y, , o w , v v _ A (15) 



\ 



= o. 

En dcze geven, door gelijkvormige berekening als in art. 5, 



of 



Alhoewel deze zelfde uilkomst, als wclke de vergclijking (14) onmiddellijk 
gcefl, te voorzien was, en daartoc dan ook het aanduiden der vergelijking 
van de virtucle momenten voor dit bijzonder geval, zoo mede dat der ver- 
gelijkingen, die cr uit verkregen worden, geenszins noodig was, is dit nog- 
tans niet nagelalen, omdal in een der volgende artikels op de vergelijkingen 
(15) wordt teruggekomen. 

Leert evenwel deze berekcning, even zoo als de algemccnc vergelijking 
(14), dat a standvastig is indien er gecn krachten staande dc heweging 
werkzaam blijven, zij lcerl ook niets meer. Noch zij, noch dc vergelijking (14), 
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doen de grootte van deze onveranderlijke hoeksnelheid kennen. Zij is die, 
welke bij den aanvang der bcweging op eens of plotseling is medcgedoeld 
door eene kracht, die slechts een oogenblik gcwerkt heeft. Door deze andere 
voorondcrstelling is de aard van het voorstel gewijzigd, en om het onbe- 
kende te vinden, moet worden uitgegaan van ecne vergelijking der virtuele 
momenten, uitsluitend op deze bijzondere vooronderstelling gegrond. 

Hoedanig ook de beweging aan de massa zij medegedeeld, hetzij door de 
werking eener enkele kracht of van een enkel koppel, hetzij door gelijk- 
tijdige werking van mecr krachten of koppels, hetzij door aanbotsing als 
anderzins, altijd zal de uitwerking kunnen worden teruggebragt tot die, 
welke plaats heeft in het geval cener medcdeeling van de bcweging door eene 
enkele kracht. Zij P de grootle van zoodanige kracht, welke door botsing, 
schok of stoot, of door eene ontwikkelde hoeveelheid beweging, veroorzaakt 
heeft, dat de massa m om de vaste as draait. Klaarblijkelijk moet daartoe de 
rigting der kracht niet door de as gaan, er moet afstand zijn tusschen de 
rigtingen der as en der beweegkracht. Zij ook aangenomen, dat de kracht 
hebbe gewerkt op of tegen ecn bepaald en bekend punt der massa (of al- 
thans in eene rigting, gaande door zoodanig puut), alsmede dat hct vlak, 
gaande door dit punt loodregt op de as, zij het vlak der coordinaten *, y van 
de elemenlen der massa. De geheele massa, dat is al de elcmenten frn gc- 
zamenlijk, door de kracht P in beweging gebragt zijnde, kan men, alhoewel 
deze kracht slechts op of tegen een enkel punt van het ligchaam haar ver- 
mogen hecft uitgeoefend, aannemen, dat dezc werking over al de elementen 
verdeeld was. De krachl P bijv. ontbonden zijndc in hare drie zamenstel- 
lende X, Y, Z, evenwijdig gerigt aan de coordinaten-assen, kan elke dezcr, 
in evenwijdige rigtingen, gedacht worden gelijkelijk verdeeld of ontbonden 
te zijn over allc elementen der massa, zoodat dan op elk element, en even- 
wijdig aan de coordinatcn-assen, dric krachten werken, die door dX, i>Y, dZ 
kunnen worden aangeduid. 

Er zijn nu gcen versnellende krachten; er worden hoeveelheden bcweging 
medegedeeld, en deze moeten derlialve uitgedrukl worden door producten 
van massa cn snclheid. De snelheid ~van beweging van eenig eloment, heb- 
bendc x, y, z tot codrdinaten, evenwijdig aan de coordinatcn-assen ontbonden 

zijnde, zullen de zamenstellende snelheden worden uitgedrukt door 

» 

dx dy d< 
bt' d? d<* 

31 
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Daarom zal nu de vergelijking der virtuele moraenten deze moeten zijn: 

/i(> x - *• ■ *) " + ( 5 1 " *• th + ( J 1 - * • %) " 1 = °- 

Verbindende met deze, op dezelfde wijze als welke in art. 5 geyolgd is, de 
voorwaardes-vergelijkingen der variatien van de coordinaten 

2**« + ly&y = 0 en 2d*d** + 2dyd*y = 0, 
dan komt men tot deze vergelijkingen 

dX -^dm + 2i,*-2d(i,d*) = 0, j 

I 

dY-^d» + 2X iy -2d(l,dy) = 0, l a6) 

dZ + i, = 0. / 
En hieruit, even zoo als de vergelijking (13) is verkregen, 

Is « de hoeksnelheid, in het enkel oogenblik der werking van de kracht P 
aan de massa medegedeeld, dan zal altijd 

&p ^y 

^ ( = -«y, en dl = + ~ 

zijn, en de integraal in het eerste lid der voorgaande vergelijking alleenlijk 
betrekking hebbende tot de massa, zal dezc vcrgelijking overgaan in 

« jr^m = J(*dY — ydX) = j x*Y — jy*X. 

De intcgralen in hel laatstc lid zijn eigenlijk sommen van momenten, die, 
naar de anngenomnnc vooronderstelling, gelijk moeten zijn aan de momenten 
der onverdeelde zamcnstellende krachten X en Y. Zoo derhalve, in het 
cocrdinaten-vlak *y, a en * zijn de coordinaten van hct punt, waaropde kracht 

P heeft gewerkt, zal j xdY = aY en j ydX = bX zijn, en daarom 

cb Jr> dm = Ya — Xb (17) 

ln dezc vergelijking is het tweede lid een verschil van twee momenten. 
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In de plaats van dit verschil kan gesteld worden het moment der kracht 
Q = i/(X» + Y'). Is derhalve p de lengte der loodlijn, uit den oorsprong der 
cooidinaten op de rigting der kracht Q getrokken (weike iengte p niet on- 
derscheiden is van den afstand tusschen de rigtingen van de vaste as en der 
kracht P), dan is Qp de grootte van hel momcnt der kracht Q; het is ook 
het moment der krachl P, voor zoo veel zij draaijende beweging mededeelt 
of kan mededeelen. En hiermede wordt de laatstc vergelijking vervangen door 

» jr**m = <Zp (18) 

Deze is de vergelijking der beweging van een vast ligchaam om eene vaste 
as, bijaldien geen krachten op dit ligchaam werken of blijvcn werken, 
nadat het op een oogenblik is in beweging gebragt door ecne kracht, hcb- 
bende een vermogen Q, of door welko eene hoeveelheid beweging, aangeduid 
door Q, kan worden ontwikkeld of medegedeeld. De . vergelijking geeft de 
bekende uitdrukking voor de grootte der medegedeelde hoeksnelheid », waar- 
mede het ligchaam zal blijven draaijen, zoo lang de beweging niet wordt 
belemmerd, hetzij door vreenide krachlen, hetzij door oenigen wcderstand. 

9. Laat nu worden overgegaan tot het bepalen der grootle van de druk- 
kingen, zoo bij de beweging, als ten gevolge van de werking der krachlen, 
uitgeoefend op de elementen der massa, en dan ook geleden wordende door 
de as, die aan deze uitwerking wederstand moet bieden. 

Ofschoon, naar de orde van het tot hicrtoe beriandelde, eerst zou moeten 
gelet worden op hel algemeen geval der veranderlijke beweging, teweeg- 
gebragt door een voortdurend werken van krachten op de clementen der 
massa, worde nogtans eerstelijk en afzonderlijk ovcrwogen hetgeen er, ten 
aanzien van drukking of schok, wordt uitgewerkt, zoowel bij of onder de 
eenparige draaijende beweging eener massa, als op het oogenblik dat deze 
beweging door ecnige kracht aan haar wordl medegedeeld. 

Bij de eenparige beweging der trage massa wordt, ten gevolge der bewe- 
ging zelve, drukking of spanning uitgeoefend op de elementen, en van deze 
op de as. Deze drukking moet bepaald worden door den factor A, uit de 
vergelijkingen (15), welke geven 

81» 
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Haar (zie boven) 



derhalve 
en dan 



-=-« y en - = + ". 



— = — w — — «'« cn -— • = » — — — to - v , 



X, = — {w 1 xtm - 2d(A,d*)} = — {«'ydm- 2d(*'dy)}. 

Deze waarde van X, heefl slechts betrekking tot een enkel element bm, dat 
met onmiddellijk aangrenzendc elementen zamenhangt. Met betrekking tot 
zoodanig element zal de uilgeoefende of gcledene drukking, naar aanleiding 
van de algemeene formule (2), bekend worden door 



dat is, uithoofdc van L, = * l +y» — r» = o (3), en verder lettende op het 
teekcn van U, ovcreenkomstig het teeken der uitdrukking voor X lt 

X,V, {(2,)>+ (2y)'} = A lr /4(*» + y») = r 

— {»» xfrn— 2d(i, d*)} = = {»> ydi» — 2^(X, dy)}. 

Deze drukking wordt uit^eoefend in eene normale rigting tegen de baan, 
door het element dm in de beweging gevolgd. En vermits deze baan is een 
cirkel, loodregt op de as van omwenteling gerigt en in dezc as ziju raiddel- 
punt hebbendc, zal de drukking uitgcocfcnd worden op liet element in de 
rigling van den straal, van de as af naar het element. In deze zelfde rig- 
ting wordt dan de as gedrukt of getrokken, en in de tegenovergestelde rig- 
ting moet zij wederstand bieden. Duidt men deze elementaire drukking, lood- 
regt tegcn de as uilgeoefend, door <L aan, dan is: 

d r = - {«» xdm - 2d (X s kc) = H {»> y *m _ 2d (X, dy)}. 
x y 

Denkt nien deze drukking, in de rigting van den straal r uitgcoefend wor- 
dendc, ontbonden in twee drukkingen, evenwijdig aan de assen der coordi- 
naten x en y, dan blijkt dat de twee uitdrukkingen voor d r juist die zijn, 
welke de zamengestelde drukking d r zouden geven door middel der uitdruk- 
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kingen voor de zamenstellende drukkingen d z en d y . Maar dan volgt daaruit 
wederom dat op eenig. element, hebbende *, y, * (z onbepaald maar stand- 
vastig zijnde onder de beweging) tot codrdinaten, drukkingen worden uitge- 
oefend evenwijdig aan dc assen der coOrdinaten * en y, in grootte bepaald 
door 



De integralcn van deze vergelijkingcn, uitgostrekt over de geheele raassa, 
zullen de totale zamenstellende drukkingen gevcn, en elke dezer zal ook ge- 
lijk zijn aan de zamengestclde of enkelc drukking loodregt tegen de as uit- 
geoefend, de ecrste in het coordinatcnvlak xz> dc tweede in het coordinaten- 
vlak yz. Zoo dan dcze drukkingen aangeduid worden dodr D* en D y , en dat 
1„ x en y aan de limieten der integralen zijn l" t , X' Jt x", », y" en y', zal 



indien namelijk y t zijn dc codrdinaten der projectie op het vlak xy van 
hcl zwaartepunl dcr bewogcne raassa, en betrekking hebbende hetzij tot ecne 
bepaalde belickkelijko stelling van het ligchaam (eene stelling bijv. mot be- 
trckking tot die bij hct begin der beweging), hetzij tot een bepaald oogen- 
blik des tijds eener geheele omwenteling der massa. 

De drukkingen d,,d y wordcn oorspronkelijk uitgcoefend tegen of op het 
element dm. Denkt men ze overgebragt tegen de as in de co6rdinaten-vlak- 
ken xt en yz, dan ontstaan er tevens twee elemcntaire koppels, loodregt op 
de as van omwenteling (de as der ordinaten s), wclke te zamen het enkel 
koppel k t — xd 9 — yd x geven. Er is derhalve ook een zamengesteld of totaal 
koppel K, loodregl op de as van omwenteling, maar de beweging om dc as 



d, = «'idm- 2d (X s dx), 
A 9 =^y^m~2d(^^y). 



(19) 




zijn. Maar (zie boven de vergelijkingcn (1^)) de waarden van A, aan de 
grenzen der inlegralen zijn nul; gevolgelijk 
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onbelemmerd kunnende geschieden, zal dit zamengestelde koppel van drukkin- 
gen klaarblijkelijk nul zijn. De berekening leert dit ook. Want 

K,= J(*d y — yd,) = »»J(xydm — y*&m)— 2 J (* d(X,dy) — yd(*,d*)) 

= 21", (y' V - *"dy") — 2 X' , (y'd*' - *'dy') + 2 j*,*y - 2 J*, dy 

= 21", (y"d*" — *"dy") — 2 *',(y'd*' - *'dy'), 

dat is = nt«{ omdat X", en nul zijn *. 

Maar de elementaire drukkingen d» en d y tegen de as in de vlakken *z 
en y* overgebragt zijnde, werken op de vcrschillende punten der as, en wel 
elk paar op den afstand « van den oorsprong der cotirdinaten, indien « is de 
afstand van het element dm, waartoe deze drukkingen bebooren, tot het codr- 
dinaten-vlak *y. Door elke dezer drukkingen bestaat derhalve eene poging 
om de as van omwenteling le draaijen om de twee andere codrdinaten-assen, 
en het vermogen daartoe is evenredig aan het moment van die drukking ten 
opzigte van den oorsprong der coordinaten. De sommen dezer momenten moe- 
ten gelijk wezen aan de overeenkomstige momenten der totale zamenstellende 
drukkingen, en hieruit worden dan bekend de twee punten der as, waarop 



♦ Met betrekking tot het hier bcschouwde koppel van drukkingen K, of k, merkte de Heer 
Stamkabt aan, dat „danr d r eene drakking vooratelt in de rigting van dcn straal r, daaruit gcen 
„koppel kan geboren wordcn." 

Hiermede zal waarschijnlyk bedoeld zijn, dat het koppel K, of k, uit den aard der zaak nul is, 
of wtl dat tot dit nvl zyn terstond mogt worden beslotcn; dat dienvolgcns het gevcn van bcwjjs, 
door opzettelyke berekeuing, overbodig was. Inderdaad zou ook in dezen zin zijn bealoten, indien 
alleenlijk ware geredencerd over de normale drukkingen tegen de elcmenten der massa, en dat deze 
drukkingen langs de normale rigtingen of stralcn r waren ovcrgebragt tegcn de as, vcrvolgens ont- 
bonden gcdacht, enz. Dc schryver stelde zich evenwel voor om het bcwijs ook te geven uit de 
beschouwing der zamenstellcndc drukkingen op de elementen, voornamelijk om aan te toonen dat, 
overnenkouistig de strekking zijuer Bijdrage, de naar de rekenwijze van Lagrange vcrkregcno for- 
raulen, by het gebruik maken van onbepaaldc vermcnigvuldigers, eveneens tot het bcsluit der waar- 
heid moeten voeren. 

Verder is door den Heer Stamkakt de juiste opmcrking gemaakt, dat tot K, = 0 korter kan 
worden beslotcn, ouafnankelijk van de grenswaarden van a,. Want uit de boven gevondene twee 
uhdrukkiugen voord, volgt onmiddellijk 2y <XA,d*) = 2*D(>,dy) of 2 (*d(*,dy)— yd(l,d*)} = 0. 

Dienvolgens is clke der twee termen in bet derde lid der vergelyking K, = J(*d,— yd x ) = < 



aan nul gelijk, cn daarom K, = 0. Het integreren bij gedeelten en het letten op de grenswsar- 
den van 1, wordt daarby onnoodig. 
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deze totale drukkingen worden uitgeoefend. Zijn *' en t" de afstanden dezer 
punten tot den oorsprong der codrdinaten, dan zal men hebben 

(*d x (zd, 

_ * ji { 

De uitdrukkingen voor D,, D y en K, zijn uit die voor d, en d, gevonden, 
zonder dat hel noodig was de algemeene waarde van te kennen. Alloen- 
lijk moesten de bijzondere waarden van 1, aan de limicten der integralen 
bekend zijn, en men bad A\ = 0 en V t = 0. Dit is evenwel ontoereikend 

ter bepaling van f «d, en J zd y . Men vindt bijv. 

jtd,=»*fxz*tn-2fti> (A,d*) = »» jxzbm - 2 — *V&0 + ij l t fc> d*, 

dat is 

f *d x = w* f xt^m + 2 f 

wcsbalve bekend moet wezen ter bepaling van f ?d„ gelijk dit eveneens 

gevorderd wordt voor de bepaalde uitdrukkingen der waarden van dc druk- 
kingen d x , d^ 

De factor A, wordt bepaald door de twee eerste vergelijkingen (15). Maar 
terstond heefl men uit de vergelijking (a), waaruit (15) is verkregen, door 
XJm, Yjm en C nu( te stellen, 

Zoo lang de integraal onbepaald is, heeft 1, geen betrekking tot elementen, 
aan de limieten geplaatst of gelegen, maar tot eenig element der massa. 
Tot welk element echter de integraal ook uilgestrekt mogt zijn, altijd zal 
zij nul wezen, vermits C nul zijndc (zie art. 5, na de vergelijking (a)), de 

uitdrukking onder het integraal-teeken steeds nul is. Immers = — »* * 
en = — w 1 y, en daarom 

Het tweede lid der eerstvoorgaande vergelijking dan nul zijnde, moet elke 
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l t nul zijn, gelijk te verwachten was, dewijl i, betrekking heeft tot de 
voorwaarde van het onderling verband der elementen, en deze zamenhang 
kan hier, even zoo bij de beweging der massa, als wanneer zij is in rust, 
niets toebrengen tot het meer of mindcr zijn van de drukking tegen de as. 
Dcze dan onafhankclijk van 1, zijnde, komen vooreerst in de plaats der uit- 
drukkingen (19) deze twee anderc gehecl hepaaldc 

CL = <o- x^rn eil (^^«'ydm, (21) 

welke zijn dc bekende formulcn of uitdrukkingen voor de grootte der zamen- 
stellende drukkingcn op eenig element, verbonden of niet verbondcn met, maar 
sluitende aan de omringende elementen. In de tweede plaats heeft men nu 
ook, hetzij hjermede, hetzij rcgtstreeks door de uitdrukking voor ^U,, bo- 
ven verkregen, de bekende uitdrukking voor de grootte dcr drukking op het 
element in de rigting van den overccnkomsligen straal 

d r — oo- rdm, (22) 

tcvens zijnde de uitdrukking van de middelpuntsvliedende kracht, door de 
heweging van geboren en de genoemde drukking veroorzakende. En in 
de derde plaats zullcn nu ook de momcnlcn sd t cn sd 9 volkomen bcpaald 
zijn, cn dan ook de punten der as van omwcnteling, die dc totale zamen- 
stellende drukkingen D„ D y lijden, of ter plaatsc van wclke de as in twee 
loodregte rigtingen gedrukt wordt (ten gevolge van de werking der ontwik- 
kelde middelpuntsvliedende krachten). Want de plaatsen dezer punlen heeft 
men nu door deze twee insgelijks bekende formulcn: 




Wordt e" = t' bevonden, dan wordt de as ook op een enkel punt gedrukt. 
Gelijk blijkt uit de formule (20), zal dan de enkele of zamengcstelde druk- 
king D r gerigt zijn in het vlak, gaande door dc as en door het zwaartepunt, 
terwijl hare grootte zal bepaald worden door de formule 

D r = »* roj/ (a-, 1 + y, 1 ) = mr, (24) 

Dc as wordt bijv. slechls op cen enkel punt gedrukt, indien het ligchaam 
is eene stofTelijke schijf van zcer gerioge dikte, zoodat zij als een stoflelijk 
plat vlak zou kunnen aangcmerkt worden, en onder voorwaarde dat de aszij 
loodregt op dit vlak. Want alsdan hebben de ordinaten * van al de 
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elementen d«* zoer nabij eenc zelfde grootte C, en de formulen (23) geven 
s"=zz' = t, zoodat de enkele drukking «'mr, ook uitgeocfend wordt in de 
rigling der lijn r,, uit liet zwaartepunt der schijf loodrcgt op de as ge- 
trokken. 

Is de as van omwenteling eene der drie hoofdassen van het ligchaam met 
belrekking lot den aangenomcn oorsprong dcr coordinaten, — is derhalve 
het vlak der codrdinaten * cn .</ hct viak der bcide andere hoofdassen, gaande 
door den oorsprong, dan worden :' en *" nul, en dc as wordl dan ook slechls 
in een enkel punt, ter plaal.sc namelijk van den oorsprong der coordinaton, 
gedrukt. Ligt bovendien hel zwaarlcpunt op de as (zoo deze is eene hoofdas), 
dan zal de draaijende beweging dcr massa geen drukking op deze hoofdas ver- 
oorzaken, omdat en y, nul zijn, cn bijgevolg ook r, r= 0. 

Is de as geen hoofdas, maar ligt hel zwaartepunt ergens in de as, dan 
kunnen de voorgaande formulen niet regtstreeks worden toegepast. De coor- 
dinatcn x, en y, nu nul zijnde, worden de zamenstellende drukkingen T) x en 
V 9 (formulen (20)) nul. Dit nul zijn komt alsdan voort uit hct bestaan van 
twee paren van golijke en tegenovergesleldc drukkin^en, het eerste paar in 
het codidinalen-vlak xj, het tweede in het codrdinaten-vlak yr, maar do 
dmkkingen van elk paar worden tegen verschillende punten van de as uit- 
geoelend. Met andere woorden, er zijn alsdan twee koppcls van drukkingen, 
die, tut een zcllden arm herleid, ook tot cen cnkel koppel kunnen zamen- 
gesteld wordcn. llcl vlak vau dil enkol koppcl g.iat door de as en maakt 
eon hock met dc codrdinatcn-vlakken xz en ijz, lcrwijl dc puntcn dcr as, in 
welke zij door de twee krnchlen van hct koppcl worden gcdrukt, clkc twee 
vorschillende punten der as kunnon zijn. De afstand toch dozer punlon is de 
arm van het koppel, en van dezen kan de grootte willekeurig zijn, zoo slcchts 
de groolte van het koppel, dat is het moment van het koppcl, niel veran- 
deid wordt. Dc grootte derhalve zoowel als de plaats van een der tweo 
gelijke diukkingen is volstrektclijk onbcpaald, on hol hepaalde, dat men zou 
kunnon verlangen le welen, hangt eeniglijk af van den vorm des ligchaams, 
van de betrekkelijke rigling der as waarop hot zwaartepunt ligt, en van bij- 
zondere gestelde voorwaardon. 

De dcrde vergelijking (15), — namelijk X, = 0, — waarop nog niet is 
gelel, leert dat, onder de beweging cn door de beweging, dc elcmenten dei 
massa, — en dan ook de massa zelve, — in de rigting evenwijdig aan do 
as goen drukking of spanning lijden. Derhalve wordt ook, bij tlo eenparige 

32 
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draaijende beweging der massa, de as in hare rigting niet gedrukt, gespan- 
nen of getrokken, zoo als uit den aard der zaak onmiddellijk kan worden 
opgemerkt. 

10. De as wordt ook gcdrukt of geschokl door de werking der kracht P, 
die de massa in beweging brengt, en door de tegenwerking der massa bij 
het ontvangen van den schok of stoot. Deze uilwcrking heeft echter alleen- 
lijk plaats bij het begin der beweging; zij duurt niet voort. Ter bepaling 
van harc giootle moelen de vergcltjkingcn (16) dienen, en wel, in de eerste 
plaats, dc twee cerste dezer vergelijkingen. Zij geven: 

K = -~ jdX - f ( dm - 2?(1, *r)| = - X - {c>Y - Jdm- «d(l, djr)}. 

Ilierin — »y in plaats van ^ en «* voor ^ slcliende en daarua met 
U,= — £r vermenigvuldigende, komt 

l , U , = - {dX -f- wy - 2d (i, **)} = - {dY - «x dm - 2* (*, fr)} . 
x y 

Ilier zou nu wederom dezelfde gang van rekenen als in art. 9 kunnen ge- 
volgd worden, ter verkrijging van de uitdrukkingen voor de grootte der 
zamenstellendc totalc drukkingen en dcr koppels van drukkingen, maar om 
de plaats dcr punten van de as, in wclkc deze gedrukt wordt, te vinden, 
is de bepaling van A, noodig, en het is korler dal deze bepaling vooraf 
geschiede. 

Op de wijze, in art. 5 gevolgd om de vergelijking (a) te verkrijgen uit 
de vergelijkingen (9) cn (10), zal ook uit de twee eerste der vergelijkin- 

gcn (16), — en leltende op ^ = — «y, ^ = + »*, »* + y* = — ge- 
vonden worden 

2l s (y&r-* t \v) — j{wr'}>m — (xdY-ydX)}. 

De factor X, heeft hicr belrckking tot eenig element %m, en de integraal in 
het tweede lid dezer vcrgelijking is onhepaald. Zij kan gedacht worden uit- 
gestrekl te mocten worden tot dat element ^m, waar ook binnen de roassa 
gelegen, en dan is dc intcgraal zoowcl nul voor hel gedeelte als voor de 
gcheele massa. Moesl zij wordcn aangemerkt alleenlijk betrekking te bebben 
lot eenig eleinent, tot ecn enkcl element, ook dan zou zij nul zijn, omdat 
de uitilrukking ondcr het inlcgraalteeken nui zou wezen. Immers 
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u>r» = xdY — ydX 

is de vergelijking der draaijendo beweging van een enkel vrij element. 
Daarom dan «r 1 dm — (*W — y dX) = 0, en zoo dan, in elke vooronderstel- 
ling, — 0, Men zou kunnen aanmerken, dat dit nul zijn van had kun- 
nen aangenomen worden uit het hieromtrent reeds ontwikkelde in art. 9. 
Het kwam evenwel niet geheel ovcrhodig voor, zulks ook af tc lcidcn uit de 
vergelijkingen (16), welke in hct ondcrwerpclijk geval van beschouwing moes- 
ten worden behandcld. 

Meer bcpaaldelijk is derhalve 

*,U, = = r {dY-«*dm} (25) 

x x 

Deze uildrukking gecfl de grooltc dcr drukking d,, op eenig element frn uit- 

geoefend in hel vlak der beweging van dit elemcnt en in de rigting van 

den voerstraal r. Mcn heeft hieruit, of door soortgelijke overwegingen als 
in arl. 9, 

d, = dX + «y %m, d 9 = dY — mxdm (26) 

En dan, zoo x t en y, zijn de afstanden van het zwaartepunt des ligchaams 
tot dc vlakken der coflrdinatcn y, z en *, z, 



D x = jdX+a j !fdm=.X + (amy t , 
D, — j dY — * j x*m = Y — 



(27) 



Indien inen elke normalc drukking d,, tegen de as uilgcoefend, ontbonden 
denkt in twee drukkingon d z cn d y , dan zijn de rigtingen van deze zamen- 
stellende drukkingen in de coordinalenvlakken ** cn y: gelegen, en dan zijn 
I>x en Dy ook de totale zamenstcllondc drukkingen tegen dc as. De punten 
der as, waarop zij worden uitgeoefend, zijn dan nog onbekend. Om de plaats 
dezer punlen evenwel op de meest algemeene wijze te bcpalcn, is het noo- 
dig cersl nog te letlen op de drukkingen, welke evenwijdig aan de as op 
de clcmenten zouden wordcn uitgeoefend, indien mcn algemeen stelt dat de 
rigting der kracht P niet is cvenwijdig aan hct codrdinalen-vlak xy , en dat 
deze kracht dienvolgens is onlbonden geworden iu drie zamenstellende krach- 
ten X, X, Z. De dcrde der vergelijkingen geeft 

K = - 
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De voorwaardcs-vergelijking, waarloe A, bctrekking heclt, is 

• J i ~ z — C = 0 ; 

derlialve 

Elk elcinenl ondervindl dimvolgens in de rigting, evenwijdig aan de as, 
ecne drukking 

f |. = i 1 U l =dZ, <*«) 

en de tolale drukking ovenwijdig aan de as is 




l)e gewone wijze van herleiden en zamcnslcllcn nu volgende, kunnen de drie 
drukkingen op clk elemenl vervangen worden door drie dcrgelijke drukkin- 
gen langs de ovcreenkomslige cotirdinaten-assen, en door drie koppels van 
drukkingen loodrcgt op deze assen. Dc soin van alle drukkingcn langs cene 
zelfde as zal de zameugeslclde of tolale drukking in de rigling van deze as 
geven. Deze zamenstelling geeft de drie drukkingen D x , D ¥ , D,, in grootte 
door de formulen (27) en (2 >) reeds bepaald, maar zij worden nu uitge- 
oefcnd tegen den oorsprong der codrdinulen en in de rigting van de drie 
coordinaten-asscn. De koppcls, loodregl op cene zelfdc coordinaten-as, kun- 
nen mcdc tot cen enkel totaal koppel, loodregt op dezelfde as, worden 
zamengesteld. Daaruit ontslaan dric koppels K x , K y , K,, loodregt op de assen 
der coordinaten x, y, ?. Dc beweging om de as der ordinalen z vrijelijk 
kunnendc plaats hebben, zal het koppel K« geen drukking tc wceg brcngen ; 
het zal, als koppel van drukkingen, nu/ zijn, en hcl aan nul gelijkslcllen 
van de uitdrukking voor de groolte van dit koppel, zal de recds gevondene 
vcrgelijking der draaijendc beweging van de massa wcderom le voorschijn 
brengen. Maar de koppels K* en K, gcen beweging der massa om liuune 
assen (de asscn der coordinaten * en y) kunncnde veroorzaken, zullcn de 
krachten dezcr koppels, nadat de koppels zelvc evenwijdiglijk zijn verplaalst 
in de coordinaten-vliikken y« en xs, dc as van omwenleling drukkcn. Ilel 
koppel K x of de- krachlcn of drukkingcn van dit koppel dan zamenstellende 
mel de drukking D y , cn evenecns dc drukkingeu van K y iuet de drukking 
Dx langs de as der abscissen x, komen op nieuw, als zainengeslelde druk- 
kingen, de drukkingen D, en Y) x voort, maar nu tcgen die punlen der as, 
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ter plaatse van welkc zij werkelijk uilgeoefend worden. En indien d.in £ en 
t" zijn de afslanden van den oorsprong der. codrdinaten tol die punlen der 
as van omwenleling, alwaar de drukkingen D, en r>, worden geleden, zullen 
deze afslanden bekend zijn door de vergelijkingen «'.D x ^ K, en *".D, = Kx. 
Voor een enkel element dm zouden de diie koppels van drukkingen k*, k y . k x 
zijn 

k* = yd, — *d,, k, — td t — xd g , k, = xd y — yd*, 
dat is, door de formulen (20) en (28), 

k*rrydZ — * 0 Y -J- ai * z £m , j 
k, ~ *AX — xdZ + tayzdm, | . . (30) 

k s — x$X — tox 1 frn — ij - coy 1 = A-dY — g dX — «or l d*»- 

De 4jitdi ukkingcii voor de grootte der zamcngestelde koppcls K,, K y , K z zul- 
len zijn jle iiilegraleu der tweede lcden van deze dric vcrgelijkingeu (50). 
Let men nu, l»ij hel nemen dcr inlegialen over de gi'heele massa, op hel- 
geen is aangemcrkt in ait. 8 bij het vormen der vergelijking (17), te we- 

ten dat j *d Y = a Y, j y d X = bX is, en slelt men bovendien, mcer alge- 

meen dun iu dat artikel, dat het werkpunt- der kracht P niet gelcgen zij in 
het coordinateii-vlak xy, maar op ecnc verwijdcring c van dit vlak, zoodat 

J*i)X=cX en j j^Y = cY zij, dan komt 

K X = Z6— Yc + u, j xzdm, 



&y = Xc — Za + a» j y z Om 
K, — Xa-Xb-a j r»0« 



(31) 



De uitdrukking voor K z , aan nul gelijk gestcld, geeft de vergelijking (17) 

der draaijende bewegiug, en met dc uitdrukkingcn voor K y en K, zal men 
nu hebben: 

K Xc Za + w j yz dm 

t * — , I 

- D, X + o>«y, f 

K Zb — Yc + « J xzdv \ 

D« Y — co m x , 
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Bij hel mededeelen der beweging, dat is bij hel bogin der beweging, als 
de massa met oene hooksnelheid o» zal aanvangen te draaijen, worden er 
dan, in het algcmeen, drie drnkkingen geleden. Eene, D,, in de rigting der 
as, en twee andere loodregt tegen de as, te weten D r in hel eoordinaten- 
vlak xz op een afstand z' van den oorsprong, en I», in het coordinaten-vlak 
yz op een afstand s" van den oorsprong der eoordinaten. Onder de bcweging 
zelve beslaan dezo drukkingcn niet. Echter kan het geval plaats hehben, dat 
het ligchaam, op eonig oogenblik der beweging, door cene kiacht P' gebotst 
wordt en op nieuw in de eene of andere rigling een stoot ontvangt, zoodat 
de hoeksnelheid » posilievelijk of negalievelijk zou veranderen. De drukkin- 
gen, hieruit ontslaandc en op dat oogenblik komendc bij die, welke de 
middelpuntvliedende krachteu overeenkomstig de nog onveranderde hoeksnel- 
heid w hebben te weeg gebragt (formulen (20)), wordcn eveneens door de 
voorgaande formulen bepanld, mits u> dan zij de positievo of negatieve aan- 
groeijing der bestaaiule boeksnelheid. Na den schok wordcn ook dcze druk- 
kiogen niet meer geledeu; vermits evenwel de hoeksnelheid alsdan eene 
andere groolte heeft, zal de uitwerking der middelpuntsvliedende kracht in 
andere mate dan voor dezen schok bestian, zoodat ook de drukkingen, hier- 
door tegen de as veroorzaakt, eene andere grootte 2iillen hebben en tegen 
andere punten van de as zullen wordcn uitgeoefend. 

Indicn de afstanden z en bevonden worden gelijk te zijn, zullen de 
twee drukkingen r> r on D, tot eenc enkele drukking zamengcsteld kunnen 
worden. Dit zal bijv. het geval zijn indien de vaste as is eene der drie 
hoofdassen van het ligchaam met betrekking tot dr>n aangenomen oorsprong 
der codrdinaten, en dat de kracht P is gerigl geweest in het vlak (ry) der 
beide andcrc hoofdassen. Want alsdan zijn de tellers der gebrokene uitdruk- 
kingen (32) nul, en daarom ook z - 0 en *" 0. De enkele drukking zal 
worden geleden tegen het punt der as, dal als oorsprong dor coordinaten is 
aangenomen. Gaat de vasle as tevens door hel zwaarlepunt, dan is D, _^ X 
en Pjr = Y, en de gmotlc dor eukcle zamengeslelde drukking zal — P zijn, 
gelijk ook de rigling, waarin zij wordt uitgeoefend, evenwijdig zal wezen aan 
dc rigling, waarin do kracht P lieeft gewcrkl. 

Eveneens zullen z en z" gelijk worden on de twee drukkingen D, en D f 
tol eene enkelc drukkiny hcrlcidbaar zijn, bijaldien de vaste as is eenc der 
drie hoofdasscn, wclke tot hot zwaartepunt behooren, derhalve eene der drie 
voorname hoofdassen, en dat de kracht P heeft gewerkt in eenig vlak, lood- 
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regt op de as gcrigt. Want zoodanige as is, gelijk mon weet, hoofdas met 
belrekking tot elk van bare punten, en men behoeft daarom het aangeno- 
mcn coordinaten-vlak *y slecht evenwijdiglijk verplaatst te denken, zoodat het 
ga door hel punt der as, alwaar dcze door het pas genoemd loodregt vlak 
wordt gesneden, — of liever, zoodat het invalle met het vlak der kracht 
P, — om dit geval tot hct voorgaande lerug te brengen. 

Is de rigting der kracht in een vlak, loodregt op de as van omwenteling, 
cn is deze as eene boofdas van het ligchaain mct betrekking tot hel punt, 
waariu zij genoemd vlak snijdt, dan worden dc beide drukkingcn op dit 
zelfde enkele punl uitgeoefend en kunnen tot een drukking worden zamen- 
gesteld. Deze enkcle drukking grooter en kleiner kunnende zijn, zou ook 
nul kunnen wezen. Maar dan zijn ook D» en D, nu/, en men heefl (27) 

X — — to m j/ , , Y = -f* ; 

weshalve 

X y, 
***** 

Hieruit volgt, dal dc rigling der kracht loodregt moet zijn op dic der lijn 
r, , veieenigende den oorsprong der coordinaten mct de projectie van het 
zwaartepunt op hel vlak *y (en gelijk zijnde aan den afstand van het zwaarte- 
punt tot de as), waarin de kracht P heeft gewerkt. Derhalvc moet de rig- 
ting der krachl loodregt zijn op het vlak, gaande door de as en hct zwaarte- 
punt der massa. Bovendien zal uit ♦ 

l/(X l + Y') = P = «mr, en (18) l>p = v j r*l>m 

volgen 



fr>dm 
P = — , 



voor den afsland tusschen de rigting der kracht en dc as, opdat deze, cn 
als dc kracht de gcnoenide loodregte rigting heeft, bij het plotselijk mede- 
gedeeld worden der beweying, maar dan ook allcenlijk op dit oogenblik, 
noch gedrukt noch gehotst worde. De vcrkregene uitkomst is dc bekende, 
ler bepaling van het zoogenaamd middelpunt van botsing. 

Indien, eindelijk, de bewcging niet is medegedeeld door cene enkele 
kracht 1', maar door een koppel, welks as is de vaste as, of evenwijdig aan 
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de vaste as, dan zijn X en Y nu/, en de vasle as zal niet gedrukt worden 
als zij slcclits door het zwaarlepunt gaat. 

II. Dezeirde gang van rekenen moet gevolgd worden, ter hepaling van 
de groolte en de plaats van de drukkingen, welke tcgcn de vaste as wor- 
den uitgeocfend bij cene verandeilijke beweging der massa. De fonnulen (9) 
en (10) geven 

*• - "S |( x -^) *— *»f».«| = - £ {(*-&)»— «»<Mr>|. 
U, is, als boven, = — 2r , en daarom 

*' u ' =; I( x -J'.') »— »»<»H = ; |( Y »■ - «»<*.*>|- 

Vermils ^ = - wy en ^ = + we, zal, daar « veranderlijk is, 

o» v' 

— = — »t — » — — — y — — » l *, en ^ , = + x ■— — a 1 ^ 
zijn ; weshalve 

l ( U l =^ | Xd«n+c. l *dm+,dm^- -.j[Y v m+«^dm_*&m^--2 v (!,&)}. 

Ilieruit blijkt, dat, veimils dc drukking 1, U, uitgeoefend wordt in ecne 
rigling, normaal zijnde voor hcl overeeukomstig punt der baan, door het 
elemeut d« beschreveu, dat is in dc rigtiii!» dcs voerstraals r van dc as naar 
het elemenl, de zamenstellende drukkingcn, cvenwijdig aan de assen der 
coordiiiaten * en y zullen ziju 

d, — X om + »'4». + - vdm ' d 7 — 2t> t A » - / 

> i ••»*> 

<L Y + w 1 ^ v»' — Om - — .' 

Integrerendc ovcr de gclicele massa, dan komt, naar dezelfde gronden, waarop 
in art. 9 de formulen (20) uit (19) zijn vcrkregen, 



D x - I Xdm + to 1 mf, + mjf, 



U y = J 



v« 

Ydm + w' my, — m*, . 



(S4) 
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En daar uit de vergelijking (II), art. 5, volgt X t = — Zdm, zal, vermits 
U, = - 1 is, 




zijn. Deze laatste drukking is standvastig gedurende de beweging, indien, 
gelijk voorondersteld is, dezelfde krachlen op dezelfde clementen blijven 
werken. Maar de drukkingen D x en D y vcranderen van oogenblik tot oogen- 
blik. Zijn derhalve, voor eenig gesteld of gegeven oogenblik der beweging, 
de hoekversnelling en de hoeksnelheid door de formule (14) bepaald, dan 
zullcn dc formulen (54) de zamcnstellende totale drukkingen voor dat oogen- 
blik doen bekend worden. Bij den aanvang dcr bcwcging kan de hoekver- 

snelling - aangemerkt worden te zijn de aanvankelijkc hoeksnelheid; mid- 

delpuntvliedende krachten zijn er nog niet ontstaan, z^odat dc lermen »* 

en w 1 mjr, alsdan nict in rekening komen, en de formulcn (34) zttllen dan 

ook mct dc in art. 10 verkregene lormulen (27) overeenstemmen. Is de 

beweging eenparig, zijn X , Y en ^ nnl, dan gaan de formiilcn (34) ovcr 

in de formulen (20). 

Om de puntcn dcr vaste as, ter plaatse van welkc dczc gedrukt wordt, 
te vinden, rooeten wederom, als boven, de drukkingen op de elemcnlcn over- 
gebragl worden in de rigtingen der coordinaten-nssen door middel of met 
tusschcnkomst van koppels, loodrogt op deze assen. Daartoc moeten de druk- 
kingen d* en d, op de elementen nadei worden bepaald, zoodat zij niet racer 
van afhangen. Op de wijze als in art. 10, zal uit de vergclijking (a), 
art. 5 (en van welke vergelijking het tweede lid nul moet zijn), afgeleid 
worden dat X, , betrckking hebbendc tot een enkcl element, zamenhangende 
mcl de onmiddellijk aangrcnzcnde elementen, nul is, zoodat dan dc laatste 
termcn der twcede leden van de vergelijkingen (33) wegvallen. Men kan 
nu de drukkingen d r , d y , d ; van het element, waarop zij worden uitgeoefend, 
overgebragl denken op dcn oorsprong der coOrdinalen en gerigt langs de 
assen der corirdinaten x, y, z, mits alsdan bijkomcn drie koppels k x ,k f ,k £ , 
loodregt op deze assen en in groottc bepaald door 
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(38) 



k, = yd t — giff = y Z£im — t Y dm — w * yz dm + — xz dm , 

k, = td x — xd t = :X $m — x Z &m + w 1 xt + — yz &m , [ • • • • (37) 
k, — xiy — ydz — xY $m — 7 X t W — — (*> + y>). 

Deze koppels, genomen over de gehcele massa, gevcn de drie totale zatnen- 
stellende koppels: 

K x = j (y Z — ; Y) iytn — o* j yz $m + ^ j xzdm, ^ 
K * = j (* X — J»Z)dm + «' y « dm -|- ~ J > 

Het laatste dezer koppels is, als koppel van drukkingcn, nul, en de uil- 
drukking zijner grootte aan nul gelijk gesteld zijnde, geeft de vroeger reeds 
gevondene vergelijking (14) voor de draaijcnde beweging van het vaste lig- 
chaam om dc vaste as. De drukking T), is, door het overgebragl zijn der 
drukkingen <l t in dc rigling van de as der ordinatcn «, de tolale drukking 
langs de vaste as; zij ondeigaat geene verandering. De drukkingen D, en 
T) v evenwel, nu langs de coordinaten-assen x en y uitgeoefcnd, kunneu met 
de koppels van drukkingen K y en K,, loodregt op de assen der codrdinaten, 
y en x of in de coordinatcn-vlakkcn xz en y; werkende, zamcngesteld wor- 
den, en daar noch de grootle d«zer drukkingen, noch ook harc loodregte 
riglingen tegen de as, verandering kunnen ondergaan, zal de plaals, waar 
zij worden geledcn, veranderd worden. Zijn namelijk *' en «" de afstanden 
van dcn oorsprong der coordinaten tol de twee punlen der vastc as, ter 
plaalse van welke zij de drukkingen i) T en D, moet ophouden, of alwaar 
zij cigcnlijk gedrukt wordt, dan wordt de plaals van elk dezer puntcn bc- 
kend door de formuien : 

^ j{z\ - xL) J,« + w » j xz *m + ^ j yz $m . 

j X d>n + w' m*, + ^ mif t 



K* 



J CvZ - *Y} dm — ^j yz i>m + ^jxz*m 
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Wanneer het oogenblik, voor hetwelk de uitgeoefende of geleden wordende 
drukkingen zullen bepaald worden, is dat van den aanvang der beweging, 
worden de termen, die »* tot coeflicient hebben, nul, en daar, voor dit 

eciste oogenblik, - aangeroerkt moet worden als aanvankelijke hoeksnel- 

heid, zullen de formulen (30) voor dit geval overeenstemmen met of den- 
zelfden vorm hebben als de formulen (32), in art. 10 gevonden. 

Is de vaste as eene der drie hoofdassen met bctrekking tot den oorsprong 
der codrdinaten, en zijn wijders de werkende krachten zoodanig gerigt en 
verdeeld, of is de massa van zoodanigen vorm en zoodanig door de co6r- 
dinateii-vlakken gedeeld, dat de sommen der momentcn zX^m cn xZ^m, 
yZdm en jYdm golijk zijn op eenig oogenblik, of ook dat elke dezer som- 
men nul ware, dan worden en z" nul. De vaste as zai dan alleenlijk 
gedrukt worden ter plaatse van den oorsprong der codrdinaten, en de twee 
ilrukkingen D* cn D y zullen tot eene enkelc drukking kunnen worden za- 
mengesteld. 

Ligt bet zwaartepunt in den oorsprong of ook slechts ergens o[> de vaste 
as, en gebeurl het, door wijze van verdeeld zijn der krachten en door deu 

vorm van het ligchaam, dat de sommen of integralen jx^m en j Y dm re- 

kenkuudig nul zijn, dan vinden de formulen (39) gecn loepassing, dewijl dit 
nul zijn iu liet algeineen tot grond zul hebben het bestaan van twee koppels, 
die dan ook lol cen enkel koppel zullen kunnen worden zamengesteld. Zijn 
evenwel deze sommcn of integralcn niel nul, cn is derhalve, in hel algc- 

meen, D* — J X d»>, D y = j Y bm, even zoo als in elk geval D, = j Z dm is, 

dan blijkt dat het bewogen worden der massa niets loebrengt tot het groo- 
ter of kleiner zijn der drukkingen tegen de vaste as. Dcze zal in de rig- 
tingen, evenwijdig aan de assen der coordinaten x en y, bij de beweging 
evenveel gedrukt woiden als wanneer er geen beweging plaats vond, maar 
dat nieltemin dezelfde krachten op de elementen der massa werkzaam wa- 
ren. Maar de punlen der as, op welke de drukkingen worden uilgeoefend, 
zullen in het eene geval niet dezelfde wezen als in het andere, tenzij de 
vaste as tevens eeue hoofdas is. Wanl de termen, welke alsdan uit de tel- 
lers der gebrokene uitdrukkingen (5t)) zullen wegvallen, zijn de termen, die 
moeten ontbreken ter bepaling van * cn :" als de massa niet draait of niet 

33* 
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zou kunnen draaijen, hetzij b. v. indien zij tegen de as zoo sterk ware 
aangeklemd, dat de werkende krachlcn niet zouden vermogen haar te bewe- 
gen, hotzij dat er, op andere wijzc, eenig ander beletsel bestond. 



§ II. 

BEWEGING VAN EEN VA8T LIGCHAAM OM EEN VAST PUNT. 

i 

1. Indien cen vast ligchaam verbonden is met een vasl punt, 0111 hetwelk 
beweging van het ligchaam mogelijk is, kan men zich voorstellen de om- 
slandigheden dezer beweging te bepalen, in de vooronderstelling dat zij 
plaals heeft ten gevolge eener onaf^ebrokene werking van kraehten op de 
elenienten van hcl ligchaam of der vaste massa, zoodat deze telkens, in ver- 
schillcnde rigtingen, nieuwe indrukkcn ontvangl, en genoodzaakl wordt snel- 
ler en mindcr snel, en meer of minder op- of neerwaurls geneigd, om het 
vaste ptint te draaijen. 

Elel vnorstel ter bepaling van deze draaijende beweging zal opgelost zijn, 
indien men voor elk oogenblik wcct of kan aanwijzen de slelling der massa 
met betrekking tot «Irie onderling reglhoekig gerigte coordinaten-vlakken of 
coordinaten-assen, welke door het Viisle punl gaan en in de ruimte nict 
van streek veramlcren. Het zou dan genoeg zijn op elk oogenblik de stcl- 
ling te kennen van twee bepaalde punten der massa, die met het vasle 
punt niet in dezelfde regte lijn gelcgen zijn. Hct vlak, gaande door deze 
twoe punten en dooi het vastc punt, is als ware het een coordinaten-vlak 
voor de puntcn der massa, en eene der twee lijnen, uil het vaste punt 
naar de twee gcdachle punten getrokken, kan als eenc coordinaten-as wor- 
den aangemerkt. Kcnt men nu den stand, zoowel van deze lijn als van dat 
vlak, ten opzigte van do onveranderlijke coCrdinaten-vlakken, dan is hier- 
door de slelling van het bewogen ligchaam ganschelijk bepaald. Maar het 
is ccnvoudiger dric ondcrling regthockig gerigte lijnen te denken, gaande 
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door bet vaste punt en binnen de massa, of ten opzigte van de elementen 
der massa, onveranderlijk gelegen zijnde. De viakken dor drie paren van 
dcze lijuen kunnen als codrdinatcn-vlakken, en de lijnen zelve als de coor- 
dinaten-assen van de elcinenten der massu aangenomen vvorden. Zij hebben 
met de bovcngcnoemde onbewegelijko coordinalcn-assen hel vaste punt, als 
oorsprong der cocii dinaten, gcincen, maar zij deelen in de beweging van het 
ligchaam en zullen hier heeten de coordinaten-assen der massa. 

Terwijl de elementen der massa onveranderlijk zamenhangen, bchoudt clk 
element, bij de beweging van het ligchaam om het vaste punt, een onver- 
anderlijken afstand van dil punl. De baan derhalve, door eenig element ge- 
volgd of heschreven wordende, is voortdurend in het oppervlak van een zelf- 
den bol, wiens middelpunt is het vaste punt. Bij de voorwaarde van het 
onveranderlijk zamcnhangen der elementcn bestaat hierin de voorwaarde hun- 
ner gedwongene beweging. 

De beweging der massa kan alleenlijk eene draaijende beweging zijn. 
Daarum moel er eene lijn wczcn, gaande door liet vaste punt, om welke, 
als om eene as, deze beweging geschiedt. Maar is deze as eene lijn, door 
eenig element dcr massa en door hcl vaste punt gaande, dan is het wel 
mogelijk dal de dniaijendc beweging om haar voortduurt, als oin eene vaste 
as; doch het geval, wuarin dit kan plaats hebben, een zeer bijzonder geval 
zijnde, moel men in het algemcen stellcn, dat deec as niet alleenlijk gedu- 
rig eene andere slelling ten opzigte van de vaste coordinaten-assen zal hcb- 
bcn, maar ook dat hare rigting len aanzien van de codrdinaleii-assen der 
massa vcranderlijk zal zijn. Is derhalvc dc lijn, door eenig clemcnt en het 
vasle punt getrokken, de as om welke, op zeker uogenhlik, de niiissa eciie 
draaijende beweging heeft, dan zullen, iu de volgende oogenblikkcn, andere 
dergelijke lijrien, gerigt naar andere elementen, dic opvolgcud niet gelegeu 
zijn in de rigting van een zellden voerslraal, eveneens assen van omwenle- 
ling zijh of kunnen zijn. (ievolgelijk is de as van oinwenleling niet sleclils 
eenc lijn, welke met de massa om het vasle punt bewogen wordl, maar ook 
harc plaats of rigting ten opzigle van dc eleincnlen der massa is niet bc- 
stendig. De beweging der massa is wel eene wenlelende beweging om eene 
as, maar dit slechts, voor eene zelfde as, gedurende een diflerentiaal-oogen- 
blik. In een volgend dergelijk oogenblik draail het ligchaam om eene an- 
dere as, nneindig digt nevens de eerstc gerigt. De draaijende beweging 
gaat als ware hct onophoudelijk van de eene as op eene onmiddellijk vol- 
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gende over; de as van omwenteling is eene onbestendige as, eene as voor 
een ondeelbaar oogenblik. 

Bij de beweging van een ligchaam om eenc as, — hoe kort ook de 
duur der bewegmg zij, of hoe klein het boogje, door eenig punt van dit 
ligchaam beschreven, — bestaat hoeksnelhcid van bcweging om de as, of 
hoeksnclheid met belrckking tot de as. Oezc snelheid kan ontbondcn gedacht 
worden; en zoo dan de rigting der onbestcndige as bckend ware ten op- 
zigte van de co6rdinalen-assen dcr massa, zou de hoeksnelheid met betrek- 
king tol de onbeslendige as ook gedacht kunncn wordcn vervangen te zijn, 
door bctrekkelijke hoeksnelheden, dut is door die van zamenstellende bcwc- 
gingen oni dc coordinaten-asscn dcr massa, even zoo als dit tcn opzigtc van 
dc onbewegclijke coordinaten-asscn kan worden begrepen. Wederkccrig, 
zoo uien, voor eenig oogenblik der heweging, kcnde de zamcnstellende hoek- 
snclheden, hctzij mel betrckking lot de vaste coordinalen-assen, helzij ten 
aaiizien van de coordinatcn-assen der inassa, zou uit deze besloten kunncn 
worden en lol de groolte van de hoeksnelhcid dcr w;ire beweging om de 
onbeslendigc as, en le gelijk tot de rigting dezer as. Zoo cenige lijn, door 
het vaste punt getrokkcn, en zckere bepaalde slelling ten opzigte van de 
elementcn dcr massa hehbende, voor een oogenblik as von beweging kan 
zijn, kan dit ook op elke der coordinalen-assen van de massa loegcpast 
wonlcn. En zoo dan elke dezer asscn op hare heurt onhcslendige as ware, 
zou er werkelijk heweging om dezc as en hocksnciheid ten opzigle van eenc 
coordinatcn-as der massa be<taan. Maar het is duidelijk dat dc hoeksnclhe- 
den mel betrckking lot de coordinaten-assen der massa niet iu dczen bij- 
zonderen zin moelen gedachl wordcn, al warc het ook mogchjk dat eene 
dezer lijnen, onder de heweging, onbestendige as wierd. Van ccn andcren 
kanl evcnwcl heefl de massa inderdaad bewegin^' inet belrekking tot hare 
coordinaten-assen. Dcze assen toch worden met de massa bewogen, cn als 
men de heweging nagaat gcdurende den tijd dt, dan stelt men zich voor tc 
ondcrzockeu, welke lit;g'"g of welken sland de a.ssen der mass:i hcbben op 
hel cinde van den tijd o< mct betrekking tot dien, welken zij haddcn bij 
den aanvang van dil oucindig klein tijdsdccl. De elementen der massa heb- 
ben na dczen dillcrcntiaal-tijd eene andcre plaats, cn iilhocwel de coOrdina- 
ten der elementen mcl hetrekking tol de coordinaten-assen der massa steeds 
dezelfde zijn, ondergaan zij nieltemin verandering, als mcn de vcrandCring 
in rigting dcr coordinaten-assen in aanmerking neemt, dat is als men let 
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op een volgcndcn stand mct betrekking tot ecn onmiddellijk voorgaandeo. 
Het is derhalve geoorloofd snellieid van beweging der elementen, verande- 
ring van snclheid of versnelling, verandering van de cotirdinaten der ele- 
menlen of differentialen dezer coordinaten, te stellen of te rekenen met be- 
trekking tot de codrdinatcn-assen dcr massa. Maar bij hel ondcrzoek der 
beweging van deze assen zelve moeten klaarblijkelijk de vaste assen der 
coordinaten als rigtingen ter vergelijking worden aangenomen. 

De differentiaal-bcwcging van de massa met betrekking tot harc coordi- 
naten-assen, en de differentiaalbeweging dczer assen met hetrekking lot de 
vastc coordinaten-assen, zijn bewegingen die gelijktijdig plaats hcbben; zij 
zijn in ecne zelfde bewoging begropen. Zij hangcn echter in dier voege 
zamcn, dat de laatsle bepaald is door de eerste, van welke dan ouk de om- 
standighcdeu als die onafhankelijke beweging kunnen worden onder- 

zocht en gekend. 

Men zal uaiiielijk de stelling van de coordinaten-assen der massa kunnen 
vinden op eenig oogenblik der beweging, zoodra bekend zijn gcworden de 
functien of uitdrukkiiigcn, dic, voOr zoodanig oogcnblik, de groottc geven 
van de hocksnclheden der bnweging van de massa met hetrekking tot hare 
coordinatcn-assen. Dezc functien worden verkrcgen uit de differentiaal-ver- 
gehjkingen der bewegirig van de massa met betrckking tot harc coordina- 
ten-assen. Het bepalen dezer differeiitiaal-vergelijkingen is een voornaamst 
gedeelle der oplossing van hel voorstel der beweging van een vast ligchaam • 
om een vast punt, en tot dcze bepaling, door middel van het beginsel van 
d'Alembert, wordt nu iri de eerste plaats overgegaan. 

2. Aannemcnde, dat op al dc elementen der massa krachlcn werken, — 
dat deze onlbonden zijn in rigtingen evenwijdig aaii <le codrdinaten-assen 
der inassa, — en dat, zoo doende, gclijk iu art. I van § I, de krachtcn 
op elk element vervangen zijn door drie krachten XJm, Y <)'«, r A d>n, dan moct 
hier ook wederom worden uilgegaan van dc algemf-ene vcrgelijking (I) der 
virtuele moinenten. Oin liaar toe te passen, niocten de voorwaarden <!er 
variatien van de onbepaalde codrdinalen der elementen in rekening worden 
gebragt. Dcre voor^vearden zijn die der gedwongene beweging van het lig- 
chaain om hel vasle puut, — door wclke elk elcment dcnzelfden afstand 
e tot het vaste punt (tot den oorsprong der codrdinalen) behoudt, — en 
die van den onveranderlijkcn zamenhang der elcmenten van de massa, door 
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wclk verband de onderlinge oneindig kleine afstandcn tusschen opvolgende 
elementen dezelfde blijven. 

De eerste dezer voorwaarden wordt uitgedrukt door de vergelijking: 

L, — *' + jf» + *» — Q * = 0 (40) 

gevende deze eerste voorwaardes-vergelijking der variatifin van de codrdinaten : 

9 L, = 2 x9x + ifin + 2 z9z = 0 (41) 

Aangezien er slechts drie onhepaalde coordinaten x, y, z zijn, kan bet aan- 
tal der voorwaardes-vergelijkingen niet meer dan drie bedragen. Moest 
alleenlijk dc voorwaarde van zamenhang en onafgcbrokene onveranderlijke op- 
volging of aansluiting der elementen in aanmerking komen, dan zouden daar- 
toe drie vergelijkingen kunnen wordcn gesteld, uitdrukkende dat dc variatien 
dcr drie afslanden tusschen vier, in eenige kromlijnige of veranderlijke rig- 
ting, onmiddellijk opvolgende punten ntil zijn. Twce zoodanige vergelijkin- 
gen reiken hier echter toe, vermits reeds eene (41) van de drie noodige 
bcstaat. Deze twee kunnen naar den gcnocmden grond gevormd worden, 
doch mcn kan ze ouk vinden uil dezelfde voorwaarde, door welko de ver- 
gclijking (41) is verkrcgen. Ziju toch de afstanden van drie oniniddellijk 
op elkander volgende clementen onvcranderlijk, dan zullen ook de variatien 
der afstanden van het tweedc en derde dezer elcmenten lol hel vaste punt, 
evcn zoo als de variatie van dcn afstand des eersten elements tot dit punt, . 
nul zijn. Van diie opvolgende elementen of punten der massa zijn de codr- 

dinateil x, y ,z ; x + ix, v + ty, z + dz, t + 20x + d**, y + 2ty + z + 2,>* + d 1 *, 
en gelijk dan dc vergelijking (41) is verkrcgen uit 

ao* + y » +*») = o, 

zullen de twec andere voorwaardes-vergelijkingen der variatien van de 
coordinaten moelcn voortkomen uit of ontwikkclingen en vervormingen inoe- 
ten zijn van dcze twee vergelijkingen : 

a {(«+**)' + + w + (* + *)»} =o. 

3 {(*-rtd* + d>xy + (y + tdy + Vy)* + (z + 2dz + d 1 *) 1 } = 0. 

De eerstc ontwikkcld zijnde gelijk de overeenkomslige, uit welke de ver- 
gclijking (7) in arl. 5 § 1 is afgeleid, zal geven: 
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«L, = 2d«d«J! + 2dyd«y + &d*d** = 0 (42) 

De tweede vergelijking wordt, bij ontwikkeling, 

0 = 2(* + 2d* + d 1 *) {Sx + 2^* + d» te) + 2 (y + 2dy + ^yWy + 2^y + «y) + 
2 (« + 2<)z + J> , «) («* + 2*3« + iV3*) = (2* dx + 2y 3y + 2« 8z) + 2 (2d* 3* + 
2 #Sds + 2 3y + 2 yd 3y + 2 d*** + 2 *d*t) + 2 (2dc d 3* + 2dy d 3y + 2d* d 3«) 
+ 2(4^ix+2^^x+2*d , «H-4dy%+2^ , ^y+2yd , *y+4d*^*+2d'*«*+2*d l i*) 
+ 2(2^3*+ 2d*d , 3jr+ 2^3 3y +2dyd , dy + 2d , *d3r + 2d*d , 3*) + 
2(0 , *d , 3* + d , y;) , 3y + t> , *d , 3z) 
= 3L, + 2i»aL, + 2«L, +2d l iL, + 2d3L, + 2d'«d*A* + 2d*yd»*y + 2d»*d»3«. 

Aangezien nu 3L, =0, 3L 4 — 0 zijn, cn daarom ook de differentialen de- 
zer variatifin gclijk nul, komt, als derde voorwaardes-vergelijking der varia- 
tien van y, z, * 

3L, = 2d»*d»ajr + 8d*yd l «y + 2d , *d , 3« = 0 (43) 

Om de bepaalde vergelijking der virluele momenlen te hebtcn, moet de 
onbepaalde vergelijking (1) {% I, art. 1) zamengenomen worden met deze 
drie vergelijkingen 

j Jt.aL, = J 21, (*A« + y*y + ***) = <>, 

J x,aL 1= J ^^(djfdajf + dyday + d e da*) = o, 

j ML, = j 2?.,(d , *d , 3.«, + d»yd , 3y + d , *d , 3z) = 0. 

Vooraf echter kunncn de twee laatste, door het integreren bij gedeelten, 
worden hcrleid, zoodat dc termen ondcr de integraal-teekens geen difleren- 
tialen van dc variatien maar eeniglijk deze variatien zelve tot factoren heb- 
ben. Daartoe, als vrocgcr, aannerfiendc of stellende, dat 1',, l'\ X", X' it 
d*" ty" d/, d*" b:' enz. zijn de waardcn van X it X it &r, 3y, d* enz. aan 
de grenzen der integralen, zal de tweede der voorgaande vergelijkingen moe- 
ten vervangen worden door deze andere: 



* Zie de aunteckrningr, a«n bet <inde dezer Bijdrage. 

NATCURK. VKKH. DES KONINKL. AKADBMIE. DKKL X. 
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— j[2 dx * (X , d*) + 2 h (X , fy) + 2 9z d (X , d*)] + 2 {(X" , &r") «*" - f X' , «*'} 

+ 2 {(*" , V) V - (*'• V) V} + 2 {(*". *'") **" ~ (*', ao **'} = o- 
De laatste of derde van die vergelijkingen zal overgaan in : 

0 = I {Etod^XjdM+^fyd^X.dty+aa^fX,^^ 

-2 {ty'd(r,dV) -¥*(*', i>V)} -2 {a^d(r,dV)-a«'d(r I d»«')> + 
2 {(r.dvjw-p.avjdW} + 2 {(r,dV)dV- (*', *W V) + 
a{(r,d»«"»d««"-(A,d»Od«*'}- 
En hiermede komt dan deze bepaalde vergelijking der virtuele momenten: 

0 - |J[X dm - ^d* + 2 X, x - 2d (X, &») + «d» (X, d 1 *)] 3* + 
[Y *m- p dm + 2 X, y - 2d (X, + td» (1, d 1 j)] *, + 

[Zdro-^dr» + 2X, i-^dlX^^J + t^fX,* 1 *)]** } 

+ 2 {X",d*"_ d(X",d V)}**"— 2 {X',d*'— d(X'.,d V)} Sx'+-2(X" i W)W—2(X' i yx'ftS*' 

+ l{X\W-Z(X' , i W')}dy , '-2{X'Jy , -Z(X' l d , y'fi 

+ 2{X\te' , -t(X\y:'')}az"-Z{X' i dz'-d(X' j y 

De integraal, in deze vergelijking voorkomende, wordt gedacht over de 
geheele massa uitgestrekt te zijn; zij is derhalve, alhocwe! zonder bepaalde 
aanduiding, eene bepaaltle integraal. Maar in deze zelfde vergelijking zijn nu 
al de varialien, zoowei de bepaalde (builen de integraal) als de onbepaalde 
(in de inlegraal) onderling oiiafhankelijk. Daarom wordt aan de vergelijking 
voidaan door den coeflicient van elke der variatien gelijk nul te stellen. 
Derhalve zal men dc navolgende vergelijkingen hebben: 

Xd»-~dm + 2X I *-2d(X,fc) + 2&»(M»*) = 0; (45) 

V^-^trn + il^y-iM^W + Wil** 1 *)^"-, ( 46 ) 

Z _ + -2X , z — 2 2> (X, d«) + 2 d» (X, d l *) = 0 (47) 
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d(l",dV) = 0 ; r>' — &(V s dV) = 0; X",^*" = 0; l',d»*' = 0. \ 

iW-WW^ 0 ; -d(i',d»/) = o ; r,av = o ; i',oy = o. j* <48) 
r a d*" — d(r,aV) = o ; i^d*' — o(r,dV) = o ; i",dV" = o ; i-,dV = o. J 

Wanneer uit do vergelijkingen (45), (46), (47), twee aan twec geno- 
men, de onbepaalde factor 1, wordt geeliminoerd, zullen de onbcpaaldc in- 
tegralen der komende vergelijkingen, na herleiding door middel van het in- 
tegreren bij gedeellen, bcvonden worden te zijn: 

/ {('aF * Ydm) ! - 2 <*> 

+ 2 (1, d* - iM*5 0' *)} y — 2 *» d»y — *y e 1 *) - C t ; 
/{(•~-*~)>«-(»X^-*Zd«)}~2{l»d.-d(l i d»«)}« ^ 

+ 2{l,d«— 0(1, 0»*)} * — 2l,(d*d»« — 0*0»*) = C,; 
/{(*~- y 3« - («YJm - ,««)} - 2 {1, dx- d (l, d » x)} y 

+ 2 {*,dy — d(M , *0}« — *l,(dyd**— d*d J W = u,. 

De tweede leden C,, C„ C, dezer vergelijkingcn zijn nul, vcrmits de in- 
tegralen, in de eersle leden aanwezig, aan de cerste van hare limieten 
verdwijnen, terwijl ook de overige termen van die eerste leden aan dezclfde 
cerste limiet nul zijn, op grond van de vergelijkingen (48). Deze termen 
vallen insgelijks weg aan de tweedc limict der inlegialen. Wordcn derhalve 
de vergelijkingen (6) uilgestrekt over de geheele massa, dan blijvcn in de 
ecrstc lcdcn alleenlijk de inlegraal-uitdrukkingen met bctrekking tot de ge- 
heele massa, en er komen alzoo deze drie vergelijkingcn, welke zijn deoor- 
spronkelijke of onherlcide vergelijkingen der beweging van een vast ligchaam 
om een vast punt: 



/('£-»^)WK-' r 4) 

/('*£- = y(.xa-— za-.) : ' (4») 

5. De vergelijkingcn der beweging kunnen ook verkregen worden door 
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eerst de vergelijkingen (45), (46), (47) le integreren, alsdan uit de onbe- 
paalde integralen te elimineren, en daarna, nogmaals integrerende, de 
integralen over de geheele massa te nemen; de factor zal daarbij weg- 
vallen. Uit de onbepaalde integralen van de vergelijkingen (45), (46), (47) 
zal volgen 

2{*,^-d(*,&»y)} = |{Ydm-^Jd« + 8l, y}, > (50) 

2{l s de-d(* > d'*)} = J[za»-^*dm + «A, 



Aan de eerste limiet zijn de integralen nul, en volgens de vergelijkingen 
(48) zijn, Yoor deze limiet, ook de eerste leden dezer vergelijkingen nul; 
daarom bchoeven geen standvastige terraen of grootheden bijgevoegd te 
worden, of liever deze zijn nul. Strekt men de vergelijkingen (50) over de 
geheele massa uit, daarbij wederom op de vergclijkingon (48) lettende, dan 
heeft men deze andere vergelijkingcn: 

j^m-^tm + iX,^ = 0, \ (51) 

J(z &»--*-£&» + 8 4,,) = 0. } 

Elimineert men nu X 2 uit de vcrgelijkingcn (50), twee aan twee geno- 
mcn, dan zullen cr drie vergelijkingcn komen, die men wederom zal kunnen 
integrercn, en neemt men, op dc drie zoo ovcn verkregene vergelijkingen 
lellende, deze integralen over de geheele massa, dan zullen daaruit do ver- 
gelijkingen der beweging onlstaan. Het zij genoeg dit yoor e^n dezer ver- 
gelijkingen aan te toonen. Men eliminere X t b. v. uil de tweede en derde 
der vergclijkingen (50); dit zal geven 

j (Zd»n-^ ^m+ 2 X , z j —lzj\^m - + 2* , y j + 2d*dl*,d 4 «)— «MA.dV)^ 0 » 

en, bij gedeelten intcgrercnde, 
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+ jz ^-0^ + 2*, yj + iX t (toVz-teV 9 ) = 0. 

Het tweede lid is nt*/, omdat aan dc eerste limiet der integralen het gc- 
heele eerste lid nul is; de integralcn loch, in dit ecrstc lid aanwczig, zijn, 
bij die limiet, nul, en de 5% 4«, 7«, 8% H c en 12 e der vergelijkingen (48) 
leeren, dat i s zoowel aan de tweedc als aan de eerste limiet nul is. Wordt 
nu de verkregene vergelijking met betrekking tot de gchcelo massa geno- 
men, dan vallen, op grond van de vergelijkingen (51), de twee eerste der 
inlegralen in het voorste lid weg; ook vervalt de term, die tot coefficient 
heeft, en er blijft, na omkeering der teckens, 

j^yZdm — y^'dm + 81, y^— j(zYdm — *^f«>m + U, y*J = 0 , 

Of 

j^yZ^m — zl^m^-y^^m + * ~ im j — 0, 

waaruit dan, door afscheiding enz., de eerstc der vergelijkingen (49) voort- 
komt, en dat de beido andere op gelijkvormige wijze verkregen worden, zal 
wel geen verklaring behoeven. 

4. Worden alleenlijk de vergelijkingcn (49) der beweging gevraagd cn 
niet meer, dan kunnen deze ook, zonder tusseheiikomst van onbepaalde ver- 
menigvuldigers, verkiegen worden op de wijze, gevolgd in art. 7 van § I. 
Daartoe moeteo, door middcl van de voorwaardes-vergelijkingen der variatien 
van de onbepaalde coordinaten, de algemecne waarden van «ty, wordcn 
bepaald. Deze waarden gesubstilueerd zijnde in de vergelijking (I), zal de 
noodzakelijke betrekking, welke tusschen de onbepaalde varialien inoet be- 
staan, in rekening zijn gebragl, en de vergclijkingen der bewcging zullen 
dan onmiddellijk moeten verkregen wordcn. Hel aantal dezer vergelijkingen 
is drie; de vraag rijsl derhalvc, hoe deze drie uit de enkelc vergclijking (I) 
ontstaan? Men merke op dat, om Hx, 9t/, Sz te vinden, de vergelijkingen 
(42) en (43), in verband met (41), zullen moeten worden geinlegrecrd. 
Hierdoor worden er willekeurige slandvaslige grootheden ingevoerd, die, van 
dezelfde orde moetende zijn als de le bepalen elcmenten Sx, &y, &z, als varia- 
tien, en wel als willekeurige en daarom onderling onafhankelijke varialien, 
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willen mogen en moeten beschouwd worden. Het aantal dier willekeurige 
standvaslige grootheden zal hlijken drie te zijn. De vergelijking (1) zal dien- 
volgens, door de substilutie der waarden van 9x, fy, 9t, herleid worden tot 
eene andere vergelijking, niet meer van onderling zamenhangende, maar van 
willekeurige variatien afhangpnde. Al dc termen van die berlcide vcrge- 
lijking (I) znllen eene znodanige variatie tot factor hebben. Het vereenigen 
der termeu, door eene zclfilc willckeurigc variatie vermenigvuldigd, zal drie 
sommen van tcrmen oplevcren. En de herleide vergelijking gelijk nul moc- 
tendc zijn, onafhankclijk van elke waarde aan de willekeurige variatien toe 
te kennen, zal cr allecnlijk, met betrekking tot hetgeen men zoekt, voldaan 
kunnen worden door elkc dcr drie soinmen van termcn gelijk nul testellen; 
daaruit komen dan de drie vergelijkingen der beweging. 

Laat, tot mecrdere ecnvoudigheid en duidelijkheid, 9x, 9y, 9z aangeduid 
en vervangen wordcn door m, v, «% dan zijn de vergelijkingen (44), (42)," 



(45), ler bepaling van u, v, w, deze: 

xn + yv + tie = 0 , (a) 

d*d« + dy + ^to = 0, (jj) 

yx^u + dW» + Wu> = 0 (y) 



De clcmenten, in deze vergelijkingon voorkomende, hcbben alleenlijk be- 
trekking tol codrdiiiaten van puntcn der massa. l)o differenliaal van den tijd, 
welke in de differentiaal-vergelijkmgon der beweging hct onafhankelijk ver- 
anderlijk element is, komt hier in gccn aanmerking. Daarom zou, voor het 
meer gemakkelijk intcgreren, eene der eerste diflerenlialen, b. v. dx, als 
standvastig mogen aangenomen wordcn. Dit worde evenwel nictgedaan, zoo- 
dat d;m ook dc vcrgelijkingen {«), (fl. (r) den meer algemeenen vorm blijven 
bchoiidcn, onder welken zij ten opzigte van al hunne elementon r, y , «, 



«. ». w, bs, dy — volkomen symmetrisch zijn. 
De differentiaal van de vergelijking ia) is 

mdu + n dx + y)v + »d» + *d» + »d« = 0 (9) 

Wederom differenlierende, en op dc bctrekking (f) lcttende, komt: 

*d»u + tid'* + yd 1 tr + t>;) i y + zd , u» + »d' 1 * =0 («) 

lit («, (f), (9) w en eliminerende, zal verkregen worden: 

(*d* — zd*)(*d« — u*z) + (y$z — *iy)(z&> — t>d«) — 0 (») 

Eveneens, door eliminatie van u> en d 1 » uit (*), (r), ('), 
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(*d** — *d J jr)(*«) , « — u^z) + (yd 1 «—*d , y)(^d , P- »d*r) — 0. ... (C) 

Klaarblijkelijk hebben deze twee vergelijkingen (*) en (£) den vorm 

P.Q + R.8 = o <•) 

0P.dQ + dR.dS - 0 {«) 

Zij hcbben derhalve, ten opzigte van vier functien, denzelfden vorm als de 
vergelijkingen (<*), (,5), ten opzigte van zes elementen, zoodat van de drie 
symmclrischo vergelijkingen («), (/?), (y) mct zes veranderlijke groolheden als 
ware het is afgedaald tot twee symmetrische vcrgelijkingen met vier veran- 
derlijke functien, en uit dcze twee komt mcn nu evenecns tot enkele ver- 
gclijkingen mct twee van die veranderlijke funclien. Want uit de differenti- 
aal van (<), dat is uit 

PdQ + QdP + RdS + 8dB = 0, 
en uit (») cn (x), S en dS eliminerende, komt 

R(P0R - R<)P) dQ - Q(PdR - RdP)i>R = 0 , 

dat is 
Dienvolgens 



of 



en dan ook 



(PdR — RdP) (RdQ — QdR) = 0. 

tf> dQ <)R 
P ~ Q " _ R * 

xlb** — *d l * yd l * — ^cVy «tVu — ud l z 

*d* — i^t vi* — «dy ~~ zdu — ufc 

- - — •-- = enz., 



welke vcrgelijkingen oniniddellijk kunnen worden genitegreerd. Men heeft 
dQ dR 

b. v., uil -- = R > Q = aE ' dat is 

*du — u«)« = — a(*dy — y«>), 

en van deze is de integraal 

- = — a- + 6; of u — — ay + &*, 
x « 

zijnde a en 6 de willekeurige standvastige grootheden, door het integreren 
bijgekomen. 
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Men zou nu wel eveneens verkrijgen p= — c* + d«, maar de willekeurige 
slandvaslige grootheden kunnen niet alle onderscheiden wezen, want er moet 
aan de vergelijkingen («) en ($ worden voldaan. Dil blijkt dan ook, van ceo 
andercn kant, door de gevondene eerste integraal (s^u— «<d*) = — afcdjr— yd*)i 
dewijl, ingevolge deze, de vergelijking («) overgaat in 

z d*> — v — — a (xdz — * &r) , 

van welkc de intcgraal is 

v = ax + a , 

zijnde c eene derde willekeurige standvastige grootheid, voor welke het ge- 
oorloofd is le stellcn — c, opdat de vorm der uitdrukking van waarde voor * 
aan die voor « gelijk zij, helgeen, op grond der symmetrie, in de gegevene 
vergelijkingcn ten opzigte van al de elementen bestaandc, gepast is. Met 
u= — ay + bg, en v—ax — ee geeft dc vergelijking (<*),» — — bx + cq. De 
bcgcerde uitkomst zal derhalve zijn (indion o, 6, c gcsteld worden onder den 
vorm van variatign, b. v. 8/, 8g, 8h,) f 

8x — — y 8/ + zty , 8y = *8f ' —■ z 8K , 8z = — x8g-{-y8h, 

en met deze waarden zal dan de bepaalde vergelijking der virtuele momen- 
ten zijn: 

+ [+ zX^rn — zj^dm— xZM + x~ t dmj8g 

+ \-zY*m+ *0dm + j,Zdm-y^dmjM} = 0. 

ln plaats van de cnkcle integraal van hct geheele voorste lid dezer ver- 
gelijking, kan ecne som van dric integralen van de drie termen, waaruit 
dat voorste lid onder het intcgraal-teeken bestaat, gesteld worden. Daar ver- 
dcr 8/, 8g, 8h standvuslig zijn en voor al de elementen der massa dezelfde 
waarde gcacht mogen worden te hebbcn, zal het ook geoorloofd wezen deze 
grootheden v66r of buitcn de integraal-uitdrukkingen te plaatscn. Alsdan zal 
aan de vervormde of gewijzigde vergelijking worden voldaan door de coeffi- 
cientcn van 8/, 8g, 8h. dat is elkc der drie bedoelde integralen, aan nul ge- 
lijk le stellen, en daaruit verkrijgt men dan terstond de drie begeerde ver- 
gelijkingen (49) der beweging. 
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5. De eersle leden der vergelijkingen (49) kunnen worden vervormd en 
herleid, zoodul zij afhangen van de hoeksnelheden of differentiale hoekbe- 
wegingen der massa oni hare coordinaten-asscn. De integralen zullen daarbij 
meer ontwikkeld kunnen worden, en indion dan, als coordinuten-assen der 
massa, de hoofdassen der massa tnel betrekking tot het vaste pnnt worden 
genomen, zullen de vergclijkingen (41») tot den eenvoudigslen vorm zijn ge- 
bragt, en als eerste differenliaal-vergelijkingen dcr beweging van het lig- 
chaam oin hcl vaste punl kunnen aangcmerkt worden. 

Laten p, q, r in rangorde aanduiden de grooltcn der hoeksnelheden van 
beweging der massa om of mct betrckking tot de assen der coordinaten 
*, y, z. Ecnig elemcnt hebbe lot de as der abscissen x cen afstand », zijnde 
*=l/fy* + * 1 )- Daar de hoeksnclheid met bctrekking tot de as x is p, zal 
de volstrekte snelheid der draaijende beweging van het gedacht elemcnt ten 
opzigle van dezelfde as * zijn p». De beweging van het element door een 
oneindig klcin boogje van den cirkel, hebbendc * tot «traal, kan gedacht 
worden onlbonrlen te zijn in twee andere differontiaal-bewegingen, evenwij- 
dig aan de assen der coArdinaten y en *. Deze zaincnstellende bewegingen 
zullen in grootte zijn: 

evcnwijdig aan de as van y , = — p».-^ = — pz, 

evenwijdig aan de as van z,— + P»>^= + py- 

Hierbij is aangenomen dat de rigting der draaijende beweging is opwaarts 
in het octant der positieve coordinaten x. y, z, zoodat de ordinaat y kleiner, 
maar z grooler wordt, en de beweging geschiedt als ware het van dc posi- 
tieve zijde der as y (ot of naar de positieve rigting van de as z. 

Eveneens z;il eene draaijendc diflercntiaal-beweging g» om de coordina- 
ten-as y, en gerigl van de posilieve rigting der as z naar de positieve zijde 
der as van de abscissen onlbonden gedachl kunnen worden in twee regt- 
lijnige diflerenli;uil-hewegingcn, cvcnwijdig aan de assen der coordinateo * 
en z, en van deze bewegingcn zullen dc grootten zijn: 

evenwijdig aan de as van *,-= + qz, 

evenwijdig aan de as van — — jx. 

En dc ciikelvormigc differenlia«*»l-beweging r«" van hetzelfde element met 
betrekking lot de as der ordinalen z, en gerigl van de positieve streek der 
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as van * naar dc positieve zijde van de as der ordinaten y, zal insgelijks 
twec zamenstellende regllijnige differentiaal-bewegingen oplevcren, te weten: 

de eene, evemvijdig aan de as van *,= — ry, 

de andere, evenwijdig aan de as van j,= + r*. 

Denkt men derlialve de draaijende differenliaal-beweging van eenig element 
der massa om de onbestendige as ontbonden in drie dergelijke bewegingen 
om de codrdinaten-assen der massa, en elke dezer wederom in regtlijnige 
diflerentiaal-bcwegingen evcnwijdig aan de coordinaten-assen, dan zullen de 
totale zamenstellcnde regtlijnige bewegingen zijn: 

evenwijdig aan de as der abscissen x, = q z — r y, 

evenwijdig aan de as der ordinaten j, = rx — pg, 

evenwijdig aan de as der ordinaten %, — p y - </ 

Maar dezo zijn nu niel onderschciden van de snellioden der beweging van 
het element met bclrckking tot de genoemde assen, zoodat men mag slellen 

|jj = qz — ry; ^ — rx — V z; ^ — py — qx. (52) 

Hicruit zal volgen, dewijl al de bestanddeelen dezer vergelijkingen ver- 
anderlijk zijn, 

dV» = X J^ ~ z f t ^ r ^- r 'j)-piPy-9'U > (53) 

Deze uitdrukkingcn moeten nu gosubslitueerd worden in de eerste leden 
der vergelijkingen (49). Laal dit b. v. geschiedeu in <le eerste vandie.ver- 
gelijkingen, dan wordt zij 

/ {^ 1 +* , ) d * — ft*'*™ -^*^ B, + V r (y , -**)0m-( 7 »~ r»)j«0« 

+ prxydm — pqxz^m^ — J(y7,Z)m — zY bm). 

De hoeksnelheden en liare veranderingen, dat is de hoekversnellingen, 



Digitized by Google 



OVERRRNKOMSTIG DE BKKKNWIJZE VAN LAGRANGE. 51 

zijn voor al de elementen der massa dezelfde. Derhalve moeten zij, bij 
het nemen der inlegraal of wel der integralen vau de termen des eersten 
lids over dc geheelc mnssa, als standvaslig worden aangcmcrkt. Neeml men 
tevens die lijnen als coordinalen-assen der massa, welke zijn de hoofdassen 
der massa voor of mct betrekking lot hel vastc punt, dan woiden de inte- 
gralen der lerinen, die van de produclen x y d m, xz d m, y s d m afliangen, 
nu/, en de vergelijkin^ gaat over in 

De groolte der momenten van traagheid der massa mct botrekking tot de 
opgcnoemde hoofdassen mag, even zoo als de plaats of ligging dczer hoofd- 
assen, als bekend of gegeven worden aangemcrkt. Zijn A, B, C de grootten 
dezer momenten, genomen in de orde der coordinatcn jr.y.r, dan is 

|(j,»+*»)am = A, J^+^dm-B, j(*> + y»)dm = C ; 

derhalve ook 

— t/^dm^B — C). 



Het tweede lid dcr onderworpelijke vergelijking van de beweging der i 
drukt klaarblijkelijk uit het mouiont van oen koppel van draaijende beweging 
om de as der abscissen j, namelijk van een koppel gelijk aan de som van al 
de koppels, loodregt op de as van *, en ontstaan uit de wcrkingen der krach- 
ten X d m, Yjm, Zdw op de elementen dcr massa. Wordt de grootte of het 
momeiit van dil totale koppel aangeduid door L, dan zal do herleidc ecrste 
vergclijking der draaijende beweging van het vast ligchaain zijn 

A-^-(B-Cj,r=L. 

De beide andere vergelijkingen kunnen op gelijkvormigc wijze hcrleid wor- 
deo, en wanneer M en N beleekcnen de momenlen der koppels, welke eene 
draaijendc beweging aan bet ligchaam om dc codrdinalcn-assen >j en z zou- 
den kunnen mededeelen, gelijk aan die welke al de op dc clementen wer- 
kende krachleu gezamcnlijk pogen te doen ontstaan, — of ook, en juisler, 
gelijk aan die, welke men zal nioetcn verkrijgen door het ontbinden dereigen- 
lijke koppels van beweging des ligchaams om de onbestendige as, — zullen 

85» 
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in plaats van de drie vcrgelijkingen (49) deze drie andere herleide en meer 
eenvoudige vergelijkingen komen: 

i 

A^ = (B-C) 9 r + L, j 

B^ = (C-A)pr+M, j (54) 

C^ = (A-B)p 9 + N. j 

Zij zijn de bekende vergelijkingen der beweging van een vast Iigchaam 
om een vast punt; zij hebbcu den vorm van differentiaal-vergelijkingen van 
de eerste orde, die gclijktijdig bestaan, en zij zijn daarom eerste differen- 
tiaal-vergelijkingen der beweging van het ligchaam. Door het integreren wor- 
den p, q, r in functie van den tijd bekend, en drie andere vergelijkingen, 
welker afleiding of vorming niet tot het onderwerp dezer Bijdrage behoort, 
dienen daarna om, met de waarden van p, q, r voor eenig oogenblik, de slel- 
ling der hoofdassen, gaande door het vaste punt, met belrekking lot de vaste 
codrdinalen-assen te vindcn. Daarmede zal hel voorstel, voor zoo verdebe- 
weging aangaat, opgelost zijn. 

6. Ter bepaling van de hoegroolheid der drukkmg, door de werking der 
krachten en tcn gevolge der beweging op het vasle punt uitgeoefend, heeft 
men vooreerst uit de vergelijkingen (45), (46), (47), 

l t = - j£ {Xdm — ^d«n — 2d [*,&* — d;*,d , *)j| 
= - ^ {Y |£ dm - 2d [x, dy- y(i, *',)]} 
= _ 1 { Z Jm - ^ *m - 8d [i, - d [K d» .)]}. 

Ten anderen is, door de vergelijking (40), 

Derhalve komt voor de drukking Jt,U, of A P , uitgeoefend op het element 
d*n in de normale rigting op de baan, door dit element om hel vaste punt 
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beschreven, en dan ook uilgcoefend op het vaste punl zclve in de rigting 
van den voerstraal q> 

d,=| |xdm-^at«-2^[l 1 d-r-d(X,d , x)]J 
= J {Ydm - ^ dm - 20 [X, dy - 0 (1, »»•)]} 

= t {Zdm — ~ 0m - 20 [i, 0* - d (*, d 1 *)]}- 

Hieruit onmiddellijk 

d, = X dm - 0m - 20 [a a - 0 (*, 0 1 *)], j 

d, = Y dm - 0m - 2d [i, Ojr - d t *, 0*j<)] » } ( 58 ) 

d, - Z dm - |£ 0m - 20 [*, 0* - 0(A, 0»z)] , 

De drukking d p bestaat oorspronkclijk op het clcment 0 m; vermits hare 
rigting is die van dcn voerstraal q, kan zij ook gedacht worden als uitge- 
oefend tegen het vasle punt, en dan zijn d x , d y , d, de drukkingen (inet bc- 
trekking tot een enkel element, verbonden mct de onmiddellijk aansluitende), 
uitgeoefend tegen het vaste punt in de rigling der codrdinaten-assen. Men 
kan evenwel de drukking d p op eenig element eerst, ter plaatse van dit ele- 
ment, onlbonden denken in de drukkingen d„ d,, d, evenwijdig aan decodr- 
dinaten-assen, en ze alsdan overbrengen op of langs deze assen, raaar dan 
ontstaan er tevens drie koppcls k z , k y , k„ loodregt op de codrdinalen-assen. 
De uitdrukkingen der momenlen van deze koppels zijn: 

k, = y d 4 - *d y = [g Z 0m - z Y 0m) - [y - z ^f) 0m - * 
-2y0 {K d* — d(M'«)} + **d {^, dy - d(i, d* y)}, 



k y = zi x - *d, = («X 0m - xZ0«) - [z ^f- ^ 1 -') 0«- 

— 2*o{*,o«- ' d i*, d» *)} + «* d {a« d* — d (4» *)} . 

k t = *d y — yd, = (« Y 0m — y XOm) — ^r|^ - y *-^) 0m - 

— «^{Mj-dfM^fl + ^MM* — d(M'*)}- / 



(56) 
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Deze koppels, voor al de elementen te zamen genomen, zouden zijn kop- 
pels van drukkingen, indien de beweging der massa om de codrdinaten-assen 
niet kon plaats grijpcn. Maar terwijl een zelfde punt der massa voorwaarde- 
lijk in het vasto pnnt blijft of van plaats niet verandert, is de beweging 
der massa om elke van liare coordinaten-assen onbeleminerd of niet meer 
belemmerd. Daaroin zijn de geiioeiude tolale koppels van drukkingen nul, 
on do integr;ilen (over de gcheele massa genomen) der tweede leden van de 
vergelijkingen (5(>) moetcn dienvolgens, aan nul gelijk gesteld zijnde,' we- 
derom de vorgolijkingen (49) der bcweging opleveren. llet zal voldoende 
ziju dit voor een der vergelijkingen (56) aan le toonen, b. v. voor de 
eerste dezer vergelijkingen. Bestonden in deze vergelijking de derde en 
vierde termen niet, dan zou de integraal, over de geheele massa uitgestrekl, 
en het eciste lid van de vergelijking gelijk nul gesteld, inderdaad van de 
eersle der vergclijkingen (49) niet onderscheiden zijn, Derhalve moet slechls 
blijken, dat de integraal der som van die derde en vierde termen nul is, 
als zij over de geheele massa wordt genomen. De onbepaalde integraal is 

|2yd{M*-d(M 5 *)}-j2*MMi/-MM 1 y)} =2y{^^-d(X,d^)} . 

-2z{X^y~^{X s yy)) +2 j {dyd(*, d*z) -^d(A, d»y)}. 

Tusschen de limieten der massa genomen zijnde, zal de waarde van het 
eersle lid gelijk zijn aan den deiden term van het tweede lid, lusschen de- 
zclfde grenzen gennmen ; want volgcns de vergelijkingcn (48) zullen, aan 
deze grcnzen, de cerstc en de twoede termen van hel Iwcede lid nul wor- 
dcn. De onlwikkeling van den dcrdcn term geeft, zonder nog op de limie- 
len le lotten, 

2j{>0(M , *)-d*d(M , !0} -titW-teVy). 

en vermits aan de limieten l t gelijk nul is, (of eigenlijk =0 en 

A, d'* = o, volgens (48)), zal de bepaalde inlegraal insgelijks nul zijn \ 
Worden de tweode leden van de vergelijkingen (55) ovcr de gcheclc massa 



* Op hci hier ontwikkclde is door den Hcer Stamkabt ccnf aanmerking ge.maakl in denzelfden 
tin bU op het behondehle in § I, art. 9, en inet aanduiding eeuer soortgelijkc bekorting iu de 
berrkeuing. 
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genomen (te welen door integreren), dan zullen, op grond v;in de vergelij- 
kingen (48), de integralen van de derdc termen dier lcden wegvallen, en 
voor de tolale zamenstellende drukkingen tegen het vaste punt verkrijgt men 

d, = |io» -/0*", j M 

»•=/»--/-£»-) 

bebbende de integralen, alhoewel zonder bepaalde aanduiding, bctrekking tot 
de geheele massa. Integrcert men nu in dezen zin de tweede leden van de 
vergelijkingen (55), en substitueert men de uilkorasten in de tweede leden 
van de pas verkregene vergelijkingen, dan zal er, als y,, *, zijn de coor- 
dinaten van het zwaartepunt der massa, komen: 



Xdm + (9 a +r , )mj ?1 —pgmy^ — prmc, + — my, — "mz, ; 



»<=/ 

D, = J Ydm + (p» +r»)m yi - jpmi, - m + ^m:,-~ 
D, = J Zdm + ^+^jm*, -rpm», -r^my, + £»*,— 



(57) 



my,. 



Bijaldien derhalve geen krachlen op dc elcmenlen van liel ligchaa n blij- 
ven werken, en dal het zwaarlepunt is het vaste punl, zal dit punt gedu- 
rende de bewegiug niet gedrukt worden. 

Zijn twee der hocksnclheden nu/, b. v. p en >t, dan beslaat er slechts 
draaijende beweging om de as der ordinaten evcn alsof deze eene vastc 
as van oinwenteling ware, en de vorgelijkingen (57) znllen, gelijk behoort, 
overgaan in de vroeger verkregenc vergelijkingen (34) en (50). 

7. De vergelijkingen (57) kunnen tot ccn anderen vorm worden herleid, 
overeenkomeude inet dien vau de vergelijkingon (34), cn onder welken de 
terracn der tweede leden eene raeer bepaalde bcteekcnis hobben. Zij b. v. 
de eerstc der vergclijkingen (57). Het vereenigde van de tweede, derde en 
vierde termen van het tweede lid kau aldus worden voorgesleld: 

(9»+r»)m*, — pqmy, —prmz, — (p 1 + 7 > + r 1 ) m*, — p {px, + 9 y, + r*,)»«. 
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p, q, r zijn de hoeksnelheden der draaijendc beweging met betrekking tot 
de coordinalen-assen der massa. Wordt de hoeksnelheid der werkelijke be- 
weging om de onbeslendige as aangeduid door. w, dan zal, gelijk bekend is, 
of helgeen als bekend niag aangcnomen worden (zoo noodig, zou het ook 
door middel van de vergelijkingen (52) ligtelijk blijken),^ 1 + q 7 + r* =»> 

zijn. Ook zullen -, ? , - wezen de uildrukkingen van grootte der cosinussen 

0} W W 

van de hoeken tusschen de rigtingcn van de onbcstcndige as en der coor- 
dinaten-assen van de massa. Daarom zal dan de projectie van den voer- 
straal e, des zwaarlepunts op de onbcstendigc as eene grootte hebbcn 

= + ^»y, + j. En deze projcctie nu projecterende op dc as der 

abscissen komt voor dc abscis £, van het voetpunt der loodlijn, uit het 
zwaaitepnnt op de onbeslendige as nedergelaten, 

P [P ,9 
(■> \w w 

zoodat dan 

(P* + 7* + r, ) w » jr j — PiP*\ + ?y, + r^Jm^w^mx, —a> , «t|, =»*»»(*, —{,) 

zal zijn. Eveneens zal, indien y t en C, zijn de twce andere coOrdinaten 
het voetpunt dcr pasgenoemde loodlijn, gevonden wordcn, 

(P 1 + ^Jmy, — qpmx, — qrmz x = w* m(y, — »/,), 
(p* + q^jmz, — rpmx x — rqmy , — w* m(z t — t,). 
De vcrgelijkingen (57) zullen dienvolgens overgaan in deze: 

/fdr %q \ \ 

X dm + w* m(x t —IJ + ml — y, — s, \, 



, r \ 



(58) 



D.=|zjm + •»«.(», -Cj + t^*,-^.). ] 

Deze vergelijkingen hebben denzelfden vorm als de vergelijkingen (34), en 
de overeenkoruslige tennen der tweede leden hebbcn eene gelijke beteckenis. 
Elke terni is de uitdrukking der groolte van een zeker gedeelle der uitge- 
oefende zamensiellemle drukkingen. Dc eersle termen geven de aandeelen 
der drukkingen, ic weeg gcbragt door al de versnellende krachten. Door de 
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draaijende beweging van het ligchaam ontstaan raiddelpuntsvliedende krach- 
ten, dio onophoudelijk in grootte vcranderen; deze drukken de onbestendige 
as en veroorzaken hare gedurige zwenking; inaar zij oefenen dan ook druk- 
king tegen het vasle punt uit; en vau de grootte der hieruit afgoleidc za- 
mcnstellende drukkingcn zijn de tweede termen de uildrukkingen. En de 
derde termen hebben betrekking tot de zamensteliende drukkingcn, voortko- 
mende uil de veriindering of aangroeijing der hoeveelhcden beweging van de 
elementen der massa. 

Niet ongepast is hct, hier ler plaatse op te nierken of te herinnercn, dat 
de termen van de diflcrentiaal-vergelijkingcn (54) der bewcging, of die der 
uildrukkingen van de aan nul gelijk gestelde totale koppels van drukkingcn 
(uit de vergelijkingen (56) af te leiden), cene gelijkvormige bcteckenis heb- 
ben. Terstond blijkt loch, dat dc ecrste leden, of de enkele termen die de 
eerste leden der vergelijkingen (54) zijn, als uitdrukkendc productcn van 
traagheidsmomenten en hoekversnellingen, gehouden kunnen wordcn te zijn 
rekcnkundige voorslellingen van zamenslellende hoeveelheden versnellende 
beweging om de coordinaten-assen der massa; zij zij : dan ook litdrukkin- 
gen der momciiten van koppels van versnellende kr.ichten, de zamenslellcnde 
zijndc van die, welke aan de elementen der massa, indicn zij vrij warcn, 
dczelfde differentiaal-bcweging om de onbeslcndige as zouden mededeelen als 
die zij werkelijk hebben. Eveneens duiden de laatste termen der tweede 
ieden de gioolten of momenten aan van de zamenstellende koppels der wer- 
kende of versnellende krnchten. En de zame.nslcllcnde koppcls dcr ontwik- 
kelde middelpunlsvliedende krachten hebbcn cene groottc, van welke de eerste 
termen der twecde leden de uildrukkingen zijn. Dit laatste blijkt wel uiet 
bij een bloolelijk inzien van de vergelijkingen (54), maar dc berekcning, 
die tot deze uilkomst vocrt, is niot ingewikkeld. Men denkc namelijk uit 
eenig element eene loodlijn l op dc onbestendige as, en noeme de coOr- 
dinaten van het voetpuut dezcr loodlijn 5, y, C- De drukking tegen de onbe- 
stendige as, veroorzaukt door de raiddelpuntsvliedendo kracht van d», zal 
= $m Iw 1 zijn. I, i) en t zijn bekcnd door uitdrukkingen, gelijkvormig aan 
die, welke hicr boven voor )?,, f,, zijn gevonden of aangewezcn. 
{y-v)j (-—0 zijn derhalve mede bekend, en men vindt dan ook dc uildruk- 
king voor /, van welke (*— I), (<j—y), {*—£) de projcctien zijn. Ilierdoor 
komt men lot de uitdrukkingen voor de zamenstellendo drukkingen, evenwij- 
dig aan de coOrdinaten-assen der massa. Verder tot die der koppels lood- 
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regt op deze assen. En deze koppcls alsdan over de geheele massa nemende, 
tevens daarop lettendo, dat de coOrdinalen-assen zijn hoofdassen, zullen de 
grootten der totale zamenstellende hier bedoelde koppcls blijken te zijn : 
(B— C) qr, (C— A) pr en (A— B) pq. Men kan ook vergclijken: Poihsot, 
Nouvelle Theorie de la rotation des corps, 2 e partie, art. 73 — 70; en Briot, 
These sur le tnouvement dun corps solide autour <fim point fixe (Journal de 
mathematiques pures et appliquees, par Liouvillb, Toine VII, p. 74). 

De vergelijkingen (58) gaan wederom over in (31) als p en q nul zijn; 
want de hoofdas z alsdan omwcntelmgs-as zijnde, worden I, en nul, en 
daar C, alsdan = *, is, wordt ook (*,■—£,) = 0. 

De enkele of eamcngesteldc drukking D p op hel vasle punt zal nu, zoo 
in rigling als in grootte, uit de zamenstellende drukkingen D,, D,, D s bckend 
zijn. I)e algcmcene uitdrukking of formule, welke dc waardc van D p geeft, 
is cchler niet eenvoudig, en zij leert ook niets belangrijks. 

8. Werken geen kracbten onafgebroken op de elemcnten der massa, maar 
is het ligchaam in beweging gebragl door eene cnkcle kracht P', wclke daarna 
hecft opgehouden te werken, dan kunnen grootte en rigting der diukking, 
hierbij op liet vaste ptint uitgeoefend, mede door de gevondene formulen 
worden bepaald. Want de bcwecgkracht P' in groolte, rigting en plaats van 
wcrking bekend zijnde, kent men ook de krachten X , Y', Z', waarin P', even- 
wijdig aan dc codrdinalen-assen der massa, is ontbonden, alsmcde de kop- 
pels L', M', N', loodrcgt op deze asscn, en bij dc krachten X', T', Z' moetende 
komen, als deze gedacht worden in of langs de coordinaten-assen op het vaste 
punt te zijn overgebragt. Bij het begin der beweging zijn p, q, r nul, maar er 
worden hoeksnelbedcn geboren, er zijn aanvankelijke hoeksnelheden p\ q, r\ 
en deze zijn bepaald door do formulen 

, L' . M' . N' 
P = A' ? =¥' ' = c* 

Dit volgt nict allcenlijk uit het toepassen van den regel, welke de hoeksnel- 
heid der draaijende beweging eener massa leerl vinden, als haar moment 
van traagheid ten opzigte van de omwentelings-as, gclijk ook het moment 
der bewegendc kracht, of dat van het koppel bewegende krachten, met betrek- 
king tot dezelfde as, gegeven zijn, maar het volgt ook uit de diflerentiaal- 
vergelijkingen (54) der bcweging, indien namelijk p, q, r nul worden gesteld, 
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en L', M', N' in plaats van L, M, N. Want dan zullen ook de hoekversnel- 

lingen d ~, niet ondorseheiden wezen van de geboren wordende of 

aanvankelijke hoeksnelheden p\ q', r\ 

De drukkingen, uitgcocfend op het vaste punt in de rigting der coordi- 
naten-assen op het oogenhlik van de mededeeling der beweging, zullen der- 
halvc bekend worden door de fortnulen (57) ais inen stelt p, g, r nul, of 
door de formulcn (58) als » nul gesteld wordt, mits ook in deze of in gene 

formulen X\ Y, Z substituorende in plaats van jxdm, j^dm, jzdm, 
p', q', r' voor d ~, Er komt dan 



en 



D',= X' + 1*1^,-9'«,), 
D' y ^Y' + mO>'*,-r*,), 
D' I = Z' + m( y ',, -/>>,). 



(59) 



Is dc plaats van hct vasle punt levens die van het zwaartcpunt der inassa, 
dan zijn de zamcnstellcndc drukkingen eeniglijk X', Y , Z, en de enkele ol 
zamengestelde drukking is juist gelijk aan dic, welke de beweegkracht P' 
zou hehhen mtgeoefend, indien zij, evenwijdig aan hare oorspronkolijke rig- 
ting, onmiJdellijk op het vaste punt gewcrkt hadde. 

De koppcls van drukkingen mocten, gelijk onder de beweging, zoo ook 
bij dcn aanvang der beweging, nul zijn. Noemt men a, b, c de coordinaten 
van het punt, waarop de kracht P' onmiddellijk hecft gcwcrkt (alswan- 
necr L'=Z'6 - Y'c, M' = X'c — Z'a, N'=Y'a — X'b zal zijn), en neemt men, na 
in de vergclijking (56) dc uitdrukkingcn voor de tweede diflerentiaal-verhou- 
dingen (55) tc holihcn gesubslituccrd, dc inlegralen van de tweede leden 
dier vergelijkingen mel bclrekking tot dcn aanvang dcr boweging, — ter- 
wijl de eerste leden nul zijn, — dan zal er koiucn, zoo als behoort, 

0 = L'-V; 0 = M'-B?'; 0 = N'-Cr'. 

0. !s het zwaartepunt niet in het vaste punt, en, werken er gecn krach- 
ten op de elcmenten der massa, dan kan dc bowcging cene zoodanige we- 
zen, dat is medegedeeld door eene kracht, in zoodanige streck en op een 
zoodanig gelegen punt gewerkl hebbende, dat het vaste punt niet gedrukt 
noch gebotst is geworden, zoodat dan ook, als dit punt niet vast maar 
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vrij ware, de aanvankelijke draaijende beweging van het ligchaam geen 
andere zou wezen dan dic er werkelijk geboren wordt terwijl het punl vast 
is. Derhalve mocten, als dit plaats heeft of plaats zal hebbcn, de tweede 
leden der vergelijkingen (59) gelijk nul zijn, waaruit dezc voorwaarden 
▼olgen : 

X' = m( 9 *,--r>,), . 

Y' = m(r*. -p'z,), (60) 

Z' ^ *.(,>,-**,). ) 

Hieruit worden terstond deze vergelijkingen afgeleid: 

X'*, + Y'y, + Z*. =0, 



xy + Yy + zv = o, | (61) 

door welkc blijkt, dat de rigting der kracht F moet zijn en loodregt op de 
rigting van den voerstraal q des zwaartepunts van hcl ligchaam, en loodregt 
op de rigting dcr as om welke de beweging aanvangt, en daarom loodregt 
op het vlak, gaande door hel zwaartepunt en de rigling dcr aanvankelijkc 
omwcntclings-as. Gevolgelijk moet deze as eene vrije as van omwentcling 
zijn, en inderdaad, als in de tweede dcr vergelijkingen (01) de waarden 
L' M' N' 

- , - der hoeksnelhedeu p, </, r worden gcsubstitueerd, komt er 

XX* YM' Z'N' 

■a- + "T + -c = 0, 

zijnde dc betrekking door welke de dric vergelijkingen (60) zamenhangcn, 
maar tevens ook de uitdrukking der bekende voorwaarde voor het beslaan 
eener zoogenaainde vrijwillige omwentelings-as. 

De vergelijkingen (60) zijn vcrgelijkingen eener regte lijn, hehbendc 
*i> y t , *x, tot doorloopcnde codrdinaten van hare punten. Zij is de meelkun- 
dige plaats der punten, in welke of alwaar het zwaartepunt des ligchaams 
kan zijn, opdat hct middelpunt van beweging (het vaste punt) geen druk- 
king noch schok lijde. En dc lijn, evenwijdig aan de genoemde door hel 
vaste punt gerigt, zal dan ook zijn de plaats der punten, die aangenomen 
kunnen worden als middelpunten van bewcging, waarop, bij de mededeeling 
der beweging, geen drukking noch schok zal uitgeoefend worden. Deze 
lijn kan derhalve geen andere wezen dan de lijn of as, om welke de 
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beweging aanvangt. De vergelijkingen dezer aanvankelijke as zijn klaar- 
blijkelijk 

<jt -r'y — 0, r'x — v'z - 0, p'y - q'x ~ 0, (62) 

en zij zijn hier de vergelijkingen eencr as, gaande door een middelpunt van 
beweging, dat niet vast behoeft te zijn. Maar zoo dit middelpunt gedrukt 
werd, en daarom niet vrij kon wezen, zoudcn deze vergelijkingen nieltemin 
zijn de vergelijkingcn dcr rigting vnn dc omwcntelings-as voor eenigoogen- 
blik. En werkelijk zijn ook dc vcrgelijkingcn dcr onbeslcndigc assen van 
omwenteling, bij de beweging van een vast ligchaain om een vast punt, 
onder de vorenstaande vormen bckend. 

10. Opdat dan hct vastc punt nict gedrukt of gebotst worde, of opdat 
de aanvankelijkc omwcntelings-as geen drukking lijde, moet de rigting der 
kracht loodregt zijn op het vlak, gaandc door dczo aanvankelijke as eu bct 
zwaartepunt des ligchaams. Maar hiermede is noch de rigting dcr as be- 
kend, noch de rigting dcr kracht genoegzaam bepnald. Beide deze riglingen 
moeten evenwcl ecn rcgten hock makcn, cn mcn kan stellen dat dc rigling 
der kracbt inoet gelegen zijn in cen vlak, loodregl op de rigling dcr as, 
dat is in hct vlak, waarin ook gelegeu is het element der haan, in hct cer- 
ste oogenblik gevolgd door het punt, dat den iodruk der kracht P' onmid- 
dellijk onlvangt. Daar vcrder gecn der punlen van de as wordt gedrukt, 
zal zij, als vrije of vrijwillige as, noodwendiglijk eene hoofdas moeten zijn. 
Zij kan echtcr geen hoofdas wezen met belrekking tot het vasle punt, 
tcnzij harc rigling mogl invallcn mct die van eenc dcr aangenomenc codr- 
dinalen-asscn, hetgeen nict wordt voorondersleld, gelijk ook voor als nog 
wordt uitgesloten dc bijzondere vooronderstelling dat het zwaartepunt zou 
kunnen zijn, helzij in hct vaste punt, hetzij op eenc der codrdinalen-assen 
van de massa. Maar ingevolge hetgcen voor het gcval edter vaste as, welke, 
bij den aanvang der beweging, door ecne bolsende kracht niet gcdrukt of 
geschokt zal worden, besloten is in art. 10 van § I, zal men ook mogen 
stellen, dat in het onderwerpelijk geval van beschouwing, de ongedrukte as 
ecnc hoofdas zal moeten zijn inel betrekking tol hct punt van doorsnijding 
met het vlak, waarin de rigting der kracht is gelegen. De vrnag is dcr- 
balve alleenlijk: kan er eene lijn aangewezen worden, getrokken door hct 
vaste punt, en ondcrscbeiden van elke der dric hoofdasscn voor dit punt, 
welko ecno hoofdas zal wezen mct betrekking lot een van hare punten? 
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Uit de theorie der hoofdassen van ligchamen kan men besluiten, dat de be- 
geerde lijn niet zal kunnen gaan door het zwaarlepunt. Maar uit deze zelfde 
theorie is ook bekend, dal elke lijn evenwijdig gcrigl aan eene der hoofd- 
asscn gaande door liet zwaartepunt (voorname hoofdassen), ccne hoofdas zal 
zijn voor het punt, waariu zij het vlak der bcide andere voorname hoofdas- 
sen snijdt, zoodat dan ook in dit vlak de heidc andcre hoofdassen voor dat 
punt zullen gelegen zijn *. Dc rigtingen der voorname hoofdassen kunnen 



• Dc hicr uitgcdrukte stelling is onbeperkt waar. Wordi crgens in ccn der vlakkcn van de drie 
paren voorname hoofdaseeti (en, in het algemeen, niet in eene dezer assen zelve) een punt gedncht 
of gegeven, en wordt gevraagd, hoc de hoofdasscn, tot dit punt behoorende, zullen gerigt z\jn, dan 
19 het altijd waar, dat ccne lijn, door het punt cvenwijdig aan de derde hoofdas getrokkcn, de rig- 
ting eincr hoofdas voor het gegeven punt zal wezcn, en dat daarom de rigtingen der beide andere 
hoofdassen zollen zijn in het voornatne hoofdvluk, waarin het punt iigt. Niettemin is hel juister 
of mei-r nlgcmeen te stellen, dat eerstgenoemde lyn de rigting eeuer hoofdas voor het gegeven 
punt zaJ kunnen teezen, of als dc rigling van cenc dcr dric hoofdasscn voor hct punt kan aan- 
genomen wordcn. Want alhocuel met zuodanige lijn aan den ciscli wordt voldaan, kan hct ook 
gebeuren, dat andere lynen, in andere rigtingen door hct punt gaande, eveneens voldoen. Met 
andere woorden, de genocmde loodregtc rigting voldoet aan den eisch, doch is niet altijd de nood- 
zakelijke rigting voor eeue der drie begeerde hoofdassen. Is het vlak, waarin het punt is geno- 
mcn, dat der voorname hoofdassen van het kleinste en middclbare traagheidsmoweut, dan liggen 
in dit vlak altijd tteee dcr hoofdassen voor hct gegeven punt, cn dc dcrdc hoofdaa is noodzakclijk 
evcnwrjdig nan de derdc voornamc hoofdas. Maar zoo het punt ligt in een der twee andcre voor- 
name hoofdvlakken (te weten, of in dat der assen van het grootste en middelbarc traagheidsmo- 
ment, of in dat der assen van het grootstc en kleinste traagheidsmoment, — deze momeuten der- 
halve, in hel algemeen, onderling ongelijk vooronderstelleude), kan hct onderschcidene bepaalde 
plaatsen hcbben, voor welke slechts 66n der drie begeerde hoofdasscn in dit vlak zal mocten lig- 
gen. De beide andcre assen zullen dan assen van even groote traagheidsmomcntcn zijn, en aihoe- 
wel zij rcgthockig op elkandcr moeten wezen, zal hare volstrekte stelliog in het vlak, dat lood- 
rejft op dic bcdocldc ccrste of e^ne hoofdas is, ganschelyk onbepaald zyn. Wcl is er, onder de 
oneindig vele parcu van asscn, dic alsdan tweede en derde hoofdassen kunnen zijn, 660 paar van 
hctwelk 66a der asscn gcrigt is in hct vlak, waariu de ecrste der dric hoofdassen ligt, — zoodat 
dan ook de tweede as van dit ccnig pnar is loodregt* op dat vlak of evenwrjdig aan de derde 
vooruame hoofdas, — maar dit is dan ook slcchts een paar, dat kan, en niet een paar dat moet 
aangenometi worden. Wy weten dit uit de nasporingen van BlNET {Mdmoire tur ia thtorie det 
axes conjuguet et des momeni» oVinertie det corpt ; Journai de Vicole polytechnique , Cahicr 
XVI) en van Amperf. (Memoire tur quelquet nouvettet proprUtet det arct permanents de ro~ 
tation des corpt; Mcmoiret de VIn*titut, Tome V). Men kan ook raadplegen Gaschkau, Re- 
marques *ur la theorie geomttriquc dcs axes permanents de rotation (Journal de Mathhnatiquet, 
par Ijouvillf, lc Scrie, Tome VI). Doch het uelangrijkste hieromtrent i» op de tneest volledige 
wijze onderzocht en gegeven door dcn Ilecr Badon Ghybkn iu het 111«*® Deel van de Verhandelin- 
gen der Koninklijke Akademie t»an Wetenschappen. Bjj hetgenc in den tekst wordt aangetoond, 
nopetis de riglingcn van ougedrtiktc uascn, behoeft op dcze bijzondcre gcvallcn, betrekkelijk de rig- 
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worden bepaald, en daarom als hekond aangemcrkt, zoodra de plaats van 
het zwaartepunt, door de codrdinaten j»,, bekend of gegeven is. Ge- 
volgelijk zal elke der dric lijnen, die door het vaste punt evenwijdig aan 
de drie voorname hoofdassen, of loodregl door de drie vlakken der paren 
van voorname hoofdassen, kunnen getrokken worden, eene lijn zijn welke 
aan het begeerde kan voldoen. Elke dezcr lijnen zal namelijk eene hoofdas 
wezen met betrckking tol het punt, waarin zij het overeenkomstig vlak van 
twec der voorname boofdassen (het vlak waarop zij loodregt is) snijdt. Het 
vlak, gebragt door de rigling der kracht en loodregt op de rigting der on- 
gedruktc as, zal derhalve van pasgenoemd vlak dier twee voorname hoofd- 
asscn niet bndeischeiden wczen, of ook, opdat eenige der drie lijnen door 
het vasle punt loodregt op de vlakken der paren van voorname hoofdassen 
getrokken, de rigling eencr aanvankebjkc en ongedrukte as zij, moet de 
botscnde kracbt hare rigting hebben in hetzelfde vlak der twee Yoorriame 
hoofdassen, waarop de rigting der omwentelings-as loodregt is. Daar wij- 
ders de rigting dcr kracht loodregl moet zijn op het vlak, gaande door de 
aanvankelijke as en het zwaartepunl, zal zij ook loodregt moeten zijtt op de 
lijn, volgens welkc dit vlak cn dat der bedoelde twce voorname lioofdassen 
clkander snijden. Ei blijlt dan slecbts nog overig lc bepalen de plaats van 
het punt, in holwelk deze lijn gesneden wordt door de rigting der kracht, 
en deze plaals zal bekend zijn door den afsland, welken de rigling der kracht 
moct hebben van de aanvankclijke en ongedrukte omwentelings-as. 

11. Hel bepalcn van dien afstand is nict moeijelijk. Uit de formulen (60) 
raerkt men ligtelijk op, dat X', ¥', Z', waarden hebben, gelijk uan de zamen- 
stellendo aanvankelijke hoeveelheden beweging der geheele inassa, verecnigd 
gcdacht in haar zwaartepunt. Want naar aanlciding van de formulen (5'2) 
zijn de tweede leden dcr formulcn (60) de producten van de massa m en 
der zamenstcllende volstrckte snelbeden (bij het begin der beweging) van 
het zwaarlepunt. Daarom zal ook F gelijk zijn aan de aanvankelijke boe- 
veelbeid bewcging der massa, vereenigd gedacht in haar zwaartepunt, dat 
is in het zwaartepunt des ligchaams. De afstand van dit zwaartepunt tot 



tingen der hoofdasaen, niet gelet te worden ; telfs kan dit, in het nlgcuicen, in geen uanmcrking 
komen ; maar het scheen niet ongepast hier, in eene nool. van dic bijzonderheilen ract een enkel 
woord te gewagen. Men kan le ook in het breedc ontwikkeld vinden in eene laterc Vcrhnndeling 
van <lm schrrjver dezer Bijdragen (zic Deel XIV van de Vertlagen en Mededeelingen der Ko- 
ninklijke Akademie van Wttenechappen). 
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de aanvankelijke as zij = d. Deze afstand is op de lijn van doorsnijding dcr 
twec vlakken, die beidc door het zwaartepunt gaan, het eerste door de on- 
gedrukle as, hct tweede loodrogt op deze as. De afstand van den oorsprong 
dei coordinaten (het vaste punt) tot het laatstgenoemd vlak, — derhalve 
hot godeolte der aanvankolijke as, begrepen tusschen het vaste punt en het 
punl voor hotwelk doze as is eonc hoofdas, — zij = i, dan zal, vermits 
e is de voerstraal van het zwaartepunt, d l = e,* — <P zijn. Is nu w de 
hoeksnelheid om de aanvankelijke en ongedruktc as, dan zal w'd zijn de aan- 
vankclijke volslrekte snelheid van het zwaartepunt, en daarom m (a'd) de aan- 
vankelijke hoeveelheid heweging der geheele massa, zoo deze, als een en- 
kel punt, in het zwaartepunt geplaatst ware. Gevolgelijk zal 

V —m (tod) (63) 

moeten zijn. De formulen (GO) geven ook deze uilkomst. Let men namelijk 
daarop, dat de som der projectifin van de coordinaten des zwaartc- 

punts op de ongediukte as gelijk moet zijn aan 9, en dat men derhalve zal 
hebben 

P' <i' r' 

= *' 7,- + ^ + *» ~" 

Ul (O OJ 

dan geven de formulen (60) 

P" = X'» + Y'* + Z'* = m» {(?'«,-✓*,)» + (r'* t -p'*,) 1 + (p'y, -?'*,)'} 

^m^^+r/^+r-^Kx^+y^+^^-m^^.+vV.+r'..,)» 

Opdat nu de beweegkracht P' het ligchaam mot cene aanvankelijke hoek- 
snelhoid w' doc draaijen om de aanvankclijke as, zal altijd, hetzij deze as 
gedrukt worde hetzij niet, hot moment der beweegkracht P' gelrjk mocten 
zijn aan het product van hocksnelheid en moment van traagheid der massa 
ton opzigte van de aanvankelijke as. Weshalve, zoo « is de grootte van dit 
traagheidsmoment en l de afstand tusschen de rigting der kracht en dic der 
aanvankelijke as, 

F.l = a,'u 

moot zijn. Maar opdat de as niet gedrukt of gebotst worde, zal de betrek- 
king (65) P' ~ m *'* in rekening moeten worden gebragt, en dan zal daaruit 
volgen 

(61) 
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zijnde, gelijk te verwachten was, de bekende forroulc tcr bepaling dcr plaals 
van hct zoogenaamd middelpunt van bolsing, zoowel bij dc beweging eener 
niet zware massa om eene vrijwillige as als om eenc vasle as (§ I, art. 
10). Alleenlijk is het, in deze gevallen ccner geheel vrije of cencr vaste 
as, in het algemeen niel noodzakelijk, dat de rigting der kracht gelegcn zij 
in ecn vlak van voorname hoofdassen, maar hierop wordt in art. 13 nadcr 
teruggekomen. 

12. Hct moment F/ der beweegkrachl kan ook begrepen worden in dcn 
zin van grootte of moment van een koppcl, welks as is de aanvankclijke 
as. Maar indien L', M',N' zijn, als hiervoren, de momentcn der koppcls, 
loodrcgt op dc coOrdinaten-asscn, ingcvoerd door hct ontbindcn dcr kracht 
P, bij het overbrengen der zamcnslcllcndc krachtcn X.Y.Z' op het vasle 
punt, geven dcze ecn zamengesleld koppel looilregt op de aanvankelijkc as, 
cn welks moment bcpaald is door dc uildrukking 

U < + M' t + N -,■ 

O) W M 

I)c uilwerking van dil koppel moct klaarblijkclijk aan dic dcr bcwcegkracht 
gclijk zijn, cn daarom zal mcn hcbben: 

Up' + M\/' + NV = Xp' 1 + B V '» + Cr*' -P7 U '= W = ro*»a/» = m [ho')* , . (85) 

zijndc namclijk k dc grootle van den arm van hcl traaghcidsinomcnt >*. Dezc 
uilkomst »eeft de grootte van dc som der levendige krachlen van al do elc- 
mcnten dcr massa, in beweging gebragt door cene kracht, welke daarna heeft 
opgehouden te workcn, en het is bckend dat dcze som is onveranderlijk oudcr 
de bewcging. Zij zal dcrhalvc gcdurcndc de howcging dozclfde groottc heb- 
ben als bij den aanvang der bewcging. Gevolgelijk zal of m(io>)» ecne 
standvastige hoegrootheid zijn, dat is, op hct cenvoudigst, hct pi-oduct kw 1 
zal voorldurend ccnc zclfde grootle of waarde behouden. Dc beleekenis hicr- 
van is deze. Op elk oogenblik der bewcging, en welke ook do rigling der 
onbcslcndige as moge wczcn, zijn cr punten der massa, die ecne zelfde vol- 
strekle snelhcid hcbben als andere puntcn van hct ligobaam op andcrc oogcn- 
blikken, en deze punten zijn gclcgcn op lijnen, evenwijdig aan dc rigling 
dcr onbcstcndigc as voor het gedacht oogenblik, cn hebbcnde, in de eerste 
plaals, afstandcn van dc onbcstcndigc as, gelijk aan dc grnoltc van dcn arm 
van het traagheidsinoment dcr massa ten opzigtc van dcze zclfde onbcslcndige 
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as. Dicnvolgcns zijn hct al dc puntcn van hct regte cn cirkelvorraige cy- 
lindervlak, licbbcnde dc onbestendigc as tot mcetkundigc as, en den genoem- 
den arm k van lict Iraagheidsmoment lot slraal van dc rcgte doorsnede. 
Maar, in de tweede plaals, hebben dan ook, op ecnig oogenblik der bcwcging, 
ai dic punlcn van bct ligchaam cene zelfde volstrekte snelheid als andere 
puntcn op ecnig andcr oogcnblik, welke, evcn zoo als dezc andere punten, 
gclegcn zijn in rcgtc cirkclvormigo cylindcrvlakken, binnen of builcn dc eerst- 
gcnocmde (die k lt k st k s ... tol slr.ilcn van regte doorsneden hcbben) beschre- 
ven, met dezc dezelfdc as hebbendc, cn allc cvenvecl, in meer of in minder, 
van dczc verwijdcrd zijnde, zoodat de slralen dcr ovcreenkomstige cylindcr- 
vlakkcn zullen moeten zijn 6f alle = *, + t, k s + i, k s + i, . . . 6f alle 

= — ^'i — 'i k s — j, . . . 

lict standvastig zijn van het producl Aw gcdtircnde de beweging van het 
ligchaam (cn altijd in de vooronderslclling dat er geen vcrsncllendc krach- 
tcn werkzaam zijn, noch ook dut hcl ligchaam, na in beweging te zijn go- 
bragt, op cenig oogenhlik wordt belemmcrd of op nieuw gcbotst, cnz.) lccrt 
ook, dat dc hocksnclheden ora de opvolgendc onhcstendigc asscn in de om- 
gekecrde rcdon zijn van dc armcn der traagheidsmomcntcn van dc massa 
mel bctrekking lot doze asscn. Wordt dcrhalvc door hel vaslc punl, in 
eenigc rigling, ccne lijn gedacht of getrokken, cn kan mcn het traagheids- 
nioment der massu mct betrckking lol dcze lijn bcpalen of weten, dan zal 
men, kenncnde dc groolte van k en w voor ccnig oogenblik, of kennende 
slechls de groolte van het product *», ook terstond welen hoc groot de hoek- 
snclhcid dcr beweging zal zijn op het oogcnblik dat dc gedachte of gcgovenc 
lijii onbestendige as is of zou kunncn wczen. Kn zoo kunncn daaruil nog 
andcre, alhoewel minder belangrijke, gevolgcn worden afgeleid. llet zal ook 
naauwclijks hcrinnerd behocven le worden, dal hct een en ander, in ditar- 
tikel opgemeikt of beslotcn, onafhankclijk is van het al of niet gebotstwor- 
den van de aanvankelijkc omwcnlelingsas, zoodat het dan ook niet uitslui- 
lend zamcnhangt mct hetgccn in hct voorgaande artikel is behandeld. 

13. Bij de algcmcene bcschouwingen in art. 8 — II werd voorondcrsteld, 
dat de aanvankelijkc as was geen der drie hoofdassen, gaande door hct vaste 
punt, — dat de plaals van het zwaartcpunt niet was die van het vaste punt, — 
dal het ook niet gelegen was op ceno dicr genoemde hooldassen (coflrdina- 
ten-asscn der massa), noch ook in de rigting van ecnc dcr lijncn, gaande 
door hcl vaste punt en loodrcgt op cen der vlakkcn van twec voorname 
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hoofdassen. Aangaande deze bijzondere gevallen moelcn nog kortolijk eenigc 
opmerkingen worden gemaakt. 

Indien liet zwaartepunt gelegen is op eene der loodlijnen, gclrokken uil 
hct vaste punt op dc vlakkon dcr paren van voornamc hoofdasson, dan valt 
dezc loodlijn klaarblijkelijk in mct dc rigling van de derde voorname hoofdas. 
De rigting van eene der voorname hoofdassen gaal derhalve door het vastc 
punt. Op grond van de bijzondere eigenschap, dic aan de voorname hoofd- 
assen toekoml, zal dan ook de bcdoeldo voornamc hoofdas ecne hoofdas zijn 
voor hct vastc punt, hctgeen allecnlijk kan indien het zwaarlcpunt, — niel 
in het vastc punt zijndc, — gelcgen is op eene dcr hoofdassen van hct vastc 
punt, dat is op ecnc der coordinaten-asscn. Er schijnen nogtans twce gc- 
vallen van uilzondering te bestaan, inrlien namclijk dc traagheidsmomenlcn 
A, B, C 6f alle gelijk zijn 6f althans twee dezcr momenlcn cene gelijkc 
groottc hcbbon. Zijn namelijk A, B, C ovcn groot, dan ligl hct vasle punl 
noodwendiglijk op cenc der voornamc hoofdassen, en hel zwaarlepunt ligl 
dan wel op eene loodlijn, gelrokken uil het vasle punt op ecn der drie vlak- 
ken van twcc voornamc hoofdassen, maar dc rigting van dczc loodlijn hc- 
hoeft niel in lc vallcn met eenc dcr drie hoofdassen voor hct vaslc punt, 
die men, uit dc oncindig vclc alsdun bcstaande drieparen van hoofdassen, 
als coflrdinaten-assen zou hcbben aangenomcn. . Ilctzclfde heeft, ofschoon op 
mccr bcpcrktc wijze, plaals, indien voor twcc der*hoofdasscn dc traagheids- 
momentcn golijk zijn, cn dat ecnc der voorname hoofdasscn gelegen is in 
hct vlak dczcr twcc assen van even groote traagheidsmomenlen; want ook 
in dit gcval moet die voorname hoofdas door hel vastc punt gaan. Maar hct 
is niet mocijclijk om in te zicn, dat dczc gcvallen van uilzondering als zoo- 
danige slechts schijnbaar zijn, cn dat hunnc beschouwing liglelijk terugge- 
bragt wordt tot die van hct gcval, waarin hct zwaarlepunt gclegcn is op 
eene der coordinaten-assen, lcrwijl deze zijn hoofdassen van ongelijkc traag- 
heidsmouienlen. Zij b.v. het zwaarlepunl gelegcn op de as der ordinalen *; 
ilcze is alsdan cenc voorname hoofdas, cn do codrdinatcn van hct zwaarlc- 
punt zijn *, = 0, y, = 0, ?, = C. Zul deze as cono aanvankelijke omwente- 
lingsas wezen, dan moetcn, bij den aanvang der bcweging, p' en q' nul zijn. 
Maar dc vergelijkingen (GO) geven dan, voor de onderstclling eener ongc- 
drukle as, X' = 0, Y'=0, Z' = 0; gevolgclijk P'=0. Is nu de beweging 
medcgcdeeld door een schok, of licvcr door eene plotscling gcwcrkl hcbbcnde 
kracht, dan moct dczo wcl gcrigt zijn gcwecst in cen vlak> loodre 0 't op dc 
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as en daarom zal V werkelijk nul zijn, niaar X< en Y' kunncn niet nul 
wezen. De as zal dienvolgens ook geen ongedrukle as zijn, gelijk dit van 
elders bckend is cn ook door de vcrgelijkingcn (59) wordt bevcsligd. De 
drukking, wclko dc as z lijdl, wordt uilgeoefend op hct punt van doorsnij- 
ding dezer as mct hct loodregt vlak, waarin de kracht P' = \/ (X' 1 + Y' 1 ) 
werkt. Ware dc as gccn voornamc hoofdas, ook gecn hoofdas voor het 
vaslc punt, dan zou dit loodrcgl vlak door hct zwaartcpunt moelen gaan, 
bijaldicn de as eene ongcdrukle kon wezen. Nu de as z ecnc voornamc 
lioofdas is, ccnc hoofdas voor al hare punten, is de plaats van genoemd 
loodregt vlak in zekcr opzigt willckeurig. Dcnkt men dnt het ga door het 
vaste punt of in to vallcn mel het vlak der coordinaten * en y, dan is dc 
rigling dor kracht P' in dit coOrdinalcn-vlak, cn de drukking P zal legen 
hct vaslc punl wordcn uitgcoefcnd. Dc as z zal dcrhalve nog wcl gedrukt 
worden, inaar dezc drukking kan niet mecr uilwcrkcn dat dc rigling dcr as 
bij dc draaijcndc beweging wordt vcranderd. Zij zal eenc beslendigc as van 
omwcnteling zijn, vooral indicn zij is dc as van het grootste of van het 
kleinstc dcr drie traaghcidsmomenlen A, B, C. Hct nul inoclen zijn van P', 
bijaldien de as s eene ongedrukte as kon wezen, wordt ook gelocrd door dc 
vcrgelijking (65); want d is nul zoo hel zwaartepunt op de aanvankelijkc 
as zclvc ligt. Nietlemin zijn de uitkomsten der formulen (00) cn (05) juist, 
zoo lang cr gcen bepaling is gesteld, dat de beweging door de plolselinge 
werking ecner enkele kracht P' zij mcdegedeeld. Want zoo hiertoc werkte 
een koppel van kraclilcn, en dat dc as van dit koppel warc gcweest de as 
z, of cvcnwijdig aan de as z, zou werkelijk de zamengeslelde kracht P' re- 
kcnkundig nul zijn, cn dc as z zou indcrdaad eene aanvankclijke ongedruktc 
as, cn, onafhankclijk hicrvan, allijd ook cenc bestcndige as zijn. Maar 
hetgecn, bij hct in beweging brcngen van het ligchaam door dc plotsclinge 
werking ecncr enkele kmcht P', niel mogelijk is len aanzion van de as 
waarop het zwaartepunt voorondersleld wordt te liggen, kan volkomcn plaats 
hcbbcn ten opzigto van elkc dcr beidc andcre coordinalen-assen. Opdat er 
toch eene ongedrukto as zij, moct het vlak, waarin dc rigting dcr kracht 
ligt, loodregt zijn op een vlak, gaandc door hct vaslc punt en het zwaar- 
lepunt, maar tcvens door ecnc lijn, mede door het vaste punt gaande cn 
welke eene hoofdas voor cen van hare punten zal wezcn. Ilicraan voldoen 
de vlakken « cn yz, gaande door de assen r en y, elke van wclke eenc 
hoofdas is voor het vasle punt. Zij b.v. de as y. Op deze as moel dan de 
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rigting der kraclit loodregt zijn, maar ook het vlak, waarin deze rigling be- 
hoort gcdacht tc worden; levcns moet dil vlak gaan door het punl der as 
y, voor hetwelk deze as is hoofdas; dit punt is het vaste punt; en hieruit 
volgt dan dat dc rigting der kracht moet zijn in hel vlak xt en loodregt tc- 
gen de as *, of evcnwijdig aan de as *. Dit laatste leeren ook de formulen 
(60). Zal namelijk de coordinaten-as y eene aanvankclijke ongedruktc as 
wezcn of kunnen wczcn, dan moeten p> en f nul zijn, en dewijl «, cn y, 
nul zijn, worden de vergclijkingen (GO), X' = mq'l, V = o, Z' = 0, eu 
daarom P' = X' = mq' C, welke waarde ook verkrcgen wordt door de for- 
mule (65), vermits »' en d hier zijn q' en C. Dc afstand van de rigting der 
kracht P' tot de as y of wel tot het vaste punt, zal, voor het doen plaals 
hebben von dc hegcerdc of uitgcdrukte omstandigheid, bepaald moeten wor- 

B 

dcn door dc formulc (64), welke geeft l = • 

tn (, 

Evencens zal de as *, bij dezelfde voorwaarden en voorondcrstellingcn, 
cene aanvankelijke as van beweging kunnen wezen, die nergcns eenige druk- 
king, door het mcdcdcclcn der bcweging, ondervindt. Maar de bcweging aan- 
gevangen zijnde, helzij om deze a.s, hetzij om de as y, zal om haar voorldu- 
ren, vcrmits zij is cene hoofdas voor het vasle punl; dit zal allhans moe- 
ten gcbeuren, zoo hel traagheidsmoment dcr massa len opzigle van deze coor- 
dinalen-as niel is het middclbare der drie traaglieidsmomcnlcn A, B, C. 

Ligt het zwaartepunt niet op eenc der coordinatcn-assen, maar in een der 
vlakken van twec coOrdinatcn-assen, dan kan de derde coordinalen-as, lood- 
regt op dil vlak, ongcdrukte aanvankelijke as van omwcnteling wczen. Daar- 
too moet dan de rigting der botsendc kracht mode in hetzclfde codrdinaten- 
vlak zijn; maar het is niet noodzakelijk, dat eene der voorname hoofdassen 
zij loodregt op dit codrdinaten-vlak of evcnwijdig aan de derde coordinaten-as. 
Ligt hel zwaartepunt in ecn der twee andcrc coordinalcn-vlakken, dan kan 
dezolfde pas bedocldo derde co6rdinaten-as nog ecne aanvankelijke ongedruktc 
as van beweging zijn, maar dan is hct noodzakelijk dat geen dcr voorname 
hoofdassen zij evenwijdig aan deze co6rdinaten-as. De bewegende kracht 
moel hare rigling hebben in het coordinatcn-vlak, waarop de genoemde derde 
co6rdinaten-as loodregl is, en die rigting moet tcvcns loodregt zijn op het 
codrdinaten-vlak, waarin hct zwaartcpunl ligt. In dit gcval zal derhalve het 
vlak van de rigling der kracht niel gaan door het zwaartepunt, gelijk in dc 
andere gevallen, tot hiertoe overwogen, bleek noodzakelijk te zijn. Kn zoo- 
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danig geval van uitzondcring bestaat ook, als bel zwaartepunt heeft cene plaaU 
naar welgevallen buiten dc co6rdinalen-vIakkcn, mits de voorname hoofdassen 
niet zijn loodrcgt op de coordinalcn-vlakken, hetgeen ook, zelfs roor cenc 
enkele dczer hoofdassen, niet mogelijk is, bij cene gehcel willckeurige stel- 
ling van hct zwaarlepunl. En zoo dan dil punl ergens buitcn dc codrdinalen- 
vlakkcn is, zal clke dcr coordinalen-asscn eene aanvankclijke en nergens 
gedruktc as van omwenteling kunnen wezcn, indien dc rigting der bcwegcnde 
kracht is in hct vlak der beide andcrc coordinatcn-assen, loodrcgt op de lijn, 
getrokken door het vasle punt cn door de projectic (op dat co6rdinaten-vlak) 
van het zwaarlepunt, en op dcn afstand van het vastc punt, welken de formule 
(64) zal doen kennen; — b. v., voor de coOrdinalen-as j./sCrmi/^+y,»). 

Indien, cindclijk, hct zwaartcpunt is in het vaste punt, en dat de voor- 
uamc traaghcidsmomcnten ondcrling ongelijk zijn, zullen dc co6rdinaten-asscn 
invallcn incl dc voornamc hoofdassen. De formulen (60) gevcn voor dil ge- 
val X' =r 0, Y' = 0, Z' = 0, en daarom F =» 0, hetgecn allecnlijk kan, zoo de 
beweging op ccns is mcdcgedeeld door een koppel, wclks as is 6f ccnc der 
coordinalcn-assen, 6f cvcnwijdig aan ccnc dcr codrdinalen-assen. Deze as 
ral dan ongedrukle en bestendigc as van beweging zijn. Is P ecne botscndc 
kracht, hebbendc hare rigting in het vlak van twee dcr voornamc hoofd- 
assen, dan zal cr wel bcweging aanvangcn cn voortdurcn om dc derdc hoofdas, 
maar de botsing zal, bij het begin der bcwcging, door hct puul dcr as, dat 
tcvcns het vaste punt is, moeten geleden wonlen. 

14. Alhoewcl, voor helgeen in arl. 10 is beslolen, tocreikendc gronden 
zijn aangcvocrd, zal cenc bevesliging door middel van eerst vcrkrcgene uil- 
komslcn, en als warc hct bij toets door berckcning, niel overbodig mogen 
geacht worden. 

Zal er ecnc ongedruklc as wezen, om welkc, bij of door hct gewerkl heb- 
ben eener botscndc krachl P', dc beweging van het ligchaam aanvangl, — 
voorondeislcllcnde de plaats van het zwaartcpunt willekeurig, en de rigting 
van dc as der beweging in het algemeen ondcrscliciden van dic eencr hoofdas. 
gaande door hcl vasle punt, — dan is in art. 9 bewezcn, dat daarloe dc rig- 
ting dcr krachl ccn reglon hoek moet raukcn met dc rigting dcr as van 
omwcnleling, dat ooU dczc rigling moct zijn in cen vlak loodregl op dc as, 
maar bovendicn, dal dezclfdc rigting loodregt tnoet zijn op hct vlak, gaande door 
de as en door hct zwaartepunt, helwelk vooronderslcld moet worden btiilcn 
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de as gelegen te zijn. Wijders is hct buiten twijfel, dat aan den cisch al- 
lcenlijk zal kunncn worden voldaan door ecne as, wclke is eene hoofdas voor 
een van hare punten, onderscheidcn van het vaslc punt. En nog mag, even 
zoo als in art. 10, en op grond van hetgeen in § I is gebleken, aangeno- 
men worden, dat het vlak van de rigting der kracht, terwijl het loodregtis 
op de rigting der as, tevcns ook de as snijdo in hct punt, voor helwelk zij 
hoofdas is. Is dc plaats van dit punt, door zijn afstand van dcn oorsprong 
der codrdinalen, bckend of bekend geworden, dan is daarmcdo ook de plaats 
van hct vlak van de rigting dcr kracht govondcn, cn betgeen dan nog te be- 
palen ovcrig blijfl, zal mede gevondcn kunnen wordon. Maar in stede van 
rcglstrceks de plaats van genoemd punt tc zoekcn op de lijn, dic de rigting 
der begeerde as zal wezen, kan men eenige lijn, gaande door het vaste punt, 
als rigting dcr begcerdc as aannemen, en onderzockcn of een vlak, loodregt 
op dcze lijn, en hebbendc ecnige bepaaldo of bijzondere plaals, aan den cisch 
voldoet, le wclen, dat het de lijn snijdt in een punt, voor helwelk de lijn, 
beschouwd als as, eene hoofdas zal zijn. Wordt dit waar of mogelijk be- 
vondcn, dan zal, op grond van do waarheid, dat oenigc willekeurig door het 
vaste punt gerigtc lijn, zoo zij de rigling cener hoofdas kan wezcn, slechls 
voor een cnkel van hare punten hoofdas zal zijn, aan den hoofdoisch vol- 
daan zijn, cn daarmcde kan worden overgegaan oni het overige, dat men nog 
meer bepaald zou moclcn welen, to vinden. Het is dczc twccde weg, welke 
nu, in de eersle plaats, zal worden ingeslagen. 

Het vlak, waarin de rigting der kracht moet gelegen zijn, en waaromlrent 
moet onderzocht worden of het aan den uitgedruklen cisch zal voldoen, hebbe 
die bijzondere of betrckkelijk bepaalde stelling, dat het ga door het zwaarte- 
punt des ligchaams. 

Dc vergelijkingen (62) zijn de vcrgclijkingen der aanvankelijke ongcdrukte 
as van omwenleling. Wordt dc voerslraal ?, van hct zwaarlepunt op deze as 
geprojecteerd, dan zal de groottc 9 dezer projcctie uitgedrukt worden door 

d=z l ,{p' Xl + r'z t ) (a) 

w 

l)e grootte dezer projeclie is tevens dic van den afstand van het vaste punt 
lot het vlak, gaande door het zwaarlepunt loodregt op de aanvankelijke as. 
Derhalve zal do vergelijking van dit vlak zijn 

w 



i 
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dat is 

p'(x-* 1 ) + 7'(j/-y l ) + r'(.-~r l ) = 0 (V) 

Men denke door hel zwaarlepunt eeno lijn, loodregt op dit vlak (V), dat 
is evenwijdig aan de rigting der aanvankelijke as. Zoo dezc lijn eene hoofdas 
is, zal zij cenc voorname hoofdas wezcn, en dan zullen de twee andere voor- 
name hoofdassen in dit vlak (V) moctcn gelegen zijn. Maar dan zal ook de 
aanvankclijke as cene hoofdas wezcn, en wel voor het punt, waarin zij het 
vlak (V) snijdt. Hel vlak (V) zal dienvolgens hel begecrdc vlak zijn, het 
vlak door hetwelk de* eisch vcrvuld wordt. 

Om tc onderzockcn of dc gedaehte loodlijn eene hoofdas mct belrckking 
tot het zwaartepunt is, moct de oorsprong der cooidinaten in het zwaarlepunt 
verplaalsl gedacht worden. Verder moelen, in het vlak (V), twee Iijnen, elkan- 
dcr regthoekig in het zwaartepunt snijdende, als assen dcr nieuwc ofandere 
coordinalen x* en y worden aangcnomen. Is daarbij de pas gcnocmde loodlijn 
de as der nicuwc of andere ordinaten z: dan zal, zoo dezc werkelijk is eene 
hoofdas, de waarheid moeten blijken van deze twee vergelijkingen 

j *VJ>m = 0, jyztm-Q; 

en dit blijk zal gegcven zijn, indien aan deze vcrgelijkingen voldaan wordt 
mct of als zij werkelijk idcntisch 0 = 0 worden door de tiitkomsten, in art. 
8 en 9 vcrkrcgcn. 

Dc assen dcr coordinalcn *■ en y zijn in hct vlak (V). Hcl is hier on- 
vcrschillig hoc, in dit vlak, de as a>' zij gcrigt. Zonder hierop le letlcn, nemc 
men aan dat «, «" beleekenen de cosinusscn der hoeken, welkc dc as der 
abscissen x maakt niet de oorspronkelijkc coordinalcn-assen r, y, z der massa. 
Kveneens beteckcnen de cosinussen der hocken, tusschen de as der 

ordinatcn y' on dc eerstc cotirdinaten-assen x, y, z, en door /, r\ r" worden 

p' <]' r' 

aangeduid de cosinussen -„ — . — , der hoeken, tusschen dezelfde oorspronke- 

U (1) O) 

lijke assen *, y, z en de as der ordinaten 

Tusschen deze ncgcn cositiussen bcstaan bckcnde betrekkingen. Van dczo 
worden hier allocnlijk gobruikt deze twee: 

«/ -h «'/ -f- «"/' = o, | 
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De formulen, door wclke de codrdinatcn x, y', z bepaald wordcn uit dc 
oorspronkelijke r, y, r, terwijl, met bctrckking tot bet vasle punt, 1,,^,;, 
zijn de cofrdinaten van den nieuwen oorsprong, zijn 

*' = «(x-*,) + «'(y-y.) + «"(« - ,,). 

= • l ) + f(»-jr I ) + P' (*-*.), 

,' = ,(,-*,) + /(y-y 1 )+/(e-< 1 ). 

Hicrmede, voor het product »Vdm, 

x'z'^m = «/*' Jm + aV^dm + »'/ i>m 

— 2a/«, «Jlm — 2«'/y, yOm — 2a" y'z t t^m 

+ («/*,' +«Vy 1 1 + «"/'*, l )^ 

+ (a/ + a'y)xyM + (a/' + a"y)xe^m + («'/" + «"/) 

— (a/ + a'y) {y, *dm + x, y^m) + (a/ + «»*, y, d»» 

— («/' + a"/) {*i «d" 1 4- x t t^m) + («/ ' + «"/) x, r, jtm 

— («'/" + a"/) {*, ydm + y, *dm} + («'/" + a"/)y, *, d«» . . . . (</) 

Van de lermcn dcs tweodcn lids moeten nu de inlcgralcn, uitgcstrckt ovcr 
dc geheele massa, genomen worden, ten einde dc juiste uitdrukking dcr 

waardc van de integraal des eerslen lids, dat is van j «Vdw, te verkrijgen. 

Daarbij worde gelct op het navolgende: 

1°. «,^,,3, zijn, even zoo als a, a' r'»r", slandvastig. 

'2*. j x^m—x x m, j y j)m = y, m, j «^m = *, m en j ^m = m. 

o\ j *ydm=0, j xzM — 0, j y«dm = o, vermits de coordinalcn-assen 

dcr massa zijn hoofdassen. 

4°. Als A, B, C aanduidcn de groollcn dcr niomentcn van traagheid mot 
belrekking tol de oorspronkelijkc coordinalen-asscn of hoofdassen voor 
het vaste punt, kan de som der integralen van de drie cerste tcrmcii 
uitgedrukt wortlen door — kay — B«/ — Cu /'. Want 

«y j x**m = ay j (*' + y* + *»)dm- «/ j (y 1 +*>),>* 
= ay f (*» + y» + *')dm— a/A; 

> ATVUKK. VERH DEK KQMNKJ,. AKAUfcMIR. 1)£EL X. 
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cveneens 

« y j y^m = a' r ' j (*' + + *»)dm — a/B, 
'y"f t* d m = a"y"j (*>+y*+*')dm-«VC, 

\va;irdoor dan, ingcvolge de eerstc <ler betrekkingen (c), dc gestelde 
uitdrukking voor de som der inlegralen van de genoemde drie eerstc 
termen der vergelijking (d) zal komen. 

I)e vcrgelijking (d) dan geinlegreerd wordende zal geven: 

j x't'dm = —\ar — lla'/—Ca"r' — arx l 1 m—a'y'y, , m — a' , r' , z t i m 

— («/' + «'/)*, y, m — («/' + a"y)x t z t m — (W r " + a"/)y, nt 
= -(A« y + B«y + C«V)-m(«x 1 +a«y,+«" Sl )(^,+ / 'y 1 + /'*.). 

Maar (zie («)) , + /y, + /•*, = + ^y, + r -*, = i; weshalve 

(0 CU (0 

- | x'z'dm = A«/ + B«V' + C«:V' + «,(«* 1 + «',,, + «'*,)3 

= (a£ + d) « + (b£ + my, * J « + (c £ + m *. «". 
Op dezclfdc wijze zal gcvonden worden 

- J y V dm = ( A 7 ~ + m*. ^ <i + [B ^ + rny , 9 J |* + (c^ + m*. dj fi"- 

Zullen nu deze integralen nul zijn, dan moet, op grond der gevondene uit- 
komslen of bctrekkingen, die bestaan als de aanvankelijkc as van beweging 
geen drukking of bolsing lijdl, de waarheid blijken van deze vergclijkingen : 

(\p' + w'mx t d)a + (Qq' + w'my t 3)«' + (Cr* + »'«•*, 9)a" = 0, x 

{•••(«) 

(\p' + Wtn*, «)(} + (B ? ' + w'my, »)§' + (Cr' + «'mx, «) jJ" = 0. ) 

Zijn a, i, c de coordinaten (mct betrekking tot de coflrdinaten-assen dcr 
massa) van bcl punt in het vlak (V), dat gcdacht kan wordeji den indruk 
der kracht F, gerigt in het vlak (V), onmiddellijk le ontvangen, dan volgt 
uit het behandelde en verkregene in art. 8 en 9, 
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L' Z'6-Y'c m , 
P = A = — = ^t&py, — &?'*,— «r /, + c P 'z l ), 

, M' X'c— Z'a m t , 

q - B = — 5 — = y,— + ««'*,), 

N' Y'a — X'6 m 
r' = - = ^-(ar^.-ap'*,-^?'*, +6r'y,). 

Maar a, fe, c zijn codrdinaten van ecn punt in hct vlak (V); daarom raocten 
x = a, y = 6, t=o voldoen aan de vcrgclijking (b), dat is mcn moct fiebben 

p'a + q'b + r'c= to'8, 

waaruit volgt 

6 9 ' + cr' = w'o'-a;>', 
on hiermede wordt de vorenstaande uitdrukking voor />', 

P'=1{(ht + cz i )p'-(»'d-ap')x i } ~j{(ax t + b 9i + e*,)p»-«'«r I }. 

Eveneens koml 

9'= ^{( a *i +°Jf, + «*,)?' — 

r ' = ^{fa«, + &y, + Ci,)r' — a/Jr,}. 

Uit clke dezer uildrukkingcn kunnen wel waardcn voor p', q, r', door oplos- 
sing wordcn verkregen, maar het doel is hier ceniglijk ccnc voegzame vcr- 
vorming dcr vcrgclijkingen (e), en deze heeft men door de verkregene uit- 
drukkingen terstond. Want zij gcven 

Ap' + io'm8x l = m. (ax, + 6y, + ct t )p' , 
= ma'(ax t + b 9i +cz,)y, 
B^ + ^wdy, =«,«,'(0*, + b 9i + cz,)y', 
Cr' + «'mii, =»,»'(0*, +b 9i +ez l )r" i 

zoodat hicrmcdc de vergelijkingen (e) overgaan in dezc: 

roa/(a*, +b 9i + cz x )(ay + a'y' + a"y") = 0, 
ma,'(a* ( +by, + c*J + ft'/ + jT /') = 0, 

en op grond van de bctrekkingen (c) zijn zij idenlisch 0 = 0, dat is zij zijn 
waar. Dil alleen moest bewezen worden. 

38* 
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15. Men zou ook, in de tweede plaats, den weg knnnen volgcn, welke 
eerslelijk in art. 14 wcrd aangcwezcn. Hij scliijnt meer rcglstreeks tot hel 
iloel lc vocrcn, maar is, allcs wel ovcrwogen cn lc zanien gcnomen, minder 
kort. 

Dc rigling der aanvankelijke as makc, als boven, bockcn met de coflrdi- 
nutcn-asscn der massa, welkcr cosinussen zijn y, y', /'• Zal zij ongedrukte 
as wezen, dan moel zij hoofdns zijn voor oen van harc punlen, maar dan 
moel ook dc kracht gewerkt hcbben of werken in een vlak, loodregt op de 
;is cn gaande door dil punt, of ook de kracbt moet daarloe harc rigting 
hebben in hel vlak der beidc andcrc hoofdassen. Alles zal derhalve bepaald 
zijn of gemakkelijk bepaald kunnen worden, zoodra de plaats van het be- 
doeldc punt der aanvankelijkc as zal gevonden zijn. 

Zij A de afsland van hct vaslc punt lot het bcgecrdc punt — derhalvc 
een afstand, gerekend langs de aanvankelijkc as — en laat dit begeerde 
punt worden aangeduid door O. Ilel vlak, gaandc door o en loodregt zijnde 
op de aanvankelijkc as, heeft tot vergelijking 



Wordt de oorsprong der coflrdinatcn verplaalst in O — wordt de rigting 
der aanvankelijke as van omwentcling aangcnomen als die van de as der 
ordinalen *" — worden dc assen der codrdinaten *" en y" gedacht in het 
vlak (W), en maken zij mct do coOrdinaten-assen dcr massa hoeken, wclker 
cosinussen zijn «, «', «', p, ,*', fT (waarbij nogtans niet gedacht worde aan 
de liocken, welker cosinussen in art. 14 mede door <*,....£" zijn aangeduid), 
dan zijn de funclien voor de nicuwe coordinatcn: 



Zal de aanvankelijke as cenc hoofdas voor hct punt £, n, C, kunncn we- 
zen, dan zal voldaan moeten wordcn aan do vergelijkingen 



p'* + 9'y + r't = <o'L, of /* + /y + /'* = A , 
en de coflrdinaten van O zullen zijn 

S = rL, n = r'L, C = y"_. 



(W) 



*" = « (» - 5) + «' (y _ ,) + «" (, - C) , 

»■• = ?(—*) + <!' (y-») + lH«-C), 
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Volgende nu hier denzelfden gang van rekenen als in arl. 14, dan zal ge- 
vonden worden: 



+ 2m(«yf*, +«V,y, +«V > C«,)-«»(«/* i + «'/V + «"/'C J ) 

+ m(«/ + «'/)**, + m(«/ + «7)Sy, 

+ m(«/' + «VC*, +«»(«/' + «"/)!*, 

+ m(«'/' + «"/)Cy, +■»(«•/• + «"/)*/*, 

- m(«/ + «V)S« — m(«/' + a" r )H~m {<*'/' + «" /) V C 
= + A«/ + B«'/ + C«"/' 

+ (r* + /9 + /'0(«*, +«'y. +«"*.)«• 

+ («f + «' 7 + «"0(y«, +/y, + /'*,)"» 

— («$ + «' 9 + «"C)(/? + /7 + /'t)m. 



Maar (y* t +/y, + /'*,) is de uitdrukking der grootte 9 van de projectie 
des voerstraals e, van het zwaartepunt des ligchaaras op de rigting dcr aan- 
vankelijke as, en (r£ + /»/ + /'0 — A; derhalve 



= (Ar + m A*,)« + (B/ + m Ay,)«' + (C/' + m A*,)«" 
+ m(«{ + «'7 + «"0(* — A). 

Eveneens 

— fy'*''dm = (A, + mA* l )P + (B/ + mAy l )/*' + (C/' + mA*,)(J" 
+ m(/Ji + iJ', + rC)('3-A). 



worden aan de vergclijkingen 

(\p' + a>'mA*,)« + (B?' + «'mAy,)»' + (Cr- + «'mA*,)»" 



+ »'m(a5 + «'7 + «"C)(* — A) = 0, ( 

(\p' + a/mA*,)!* + (B?' + »'» Ay,)|*' + (Cr* + a>'mA«.) ?" I 

+ <»'m(/J| + iJ', + iJ"0(«-A) = 0. ] 





+ A«/ + B«V + c«v* 

+ m A*, « + "»Ay, «' + m A*, «" 
+ m(«5 + «'t 7 + «"C)('J-A) 



Dicnvolgens zal 



in plaats van y, /, /' slellende, voldaan moeten 
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Wederom te werk gaande als in arl. 14, mils hier a, b, c beteekenen de 
eodrdinaten van een punt in het vlak (W), en wel van ecnig punt der rig- 
ting van de kracht P', zal gevondcn wordcn 

Ap' + o>'mA/ l = m(a*. + + c*,)a,'/; \ 

Hq' + a>'fw£y, = m(a*, + bxj t + c«,)a>'/'; \ (g) 

Cr' + »mA* l = m(a*. + &y, + c*,)a>7". ) 

De Iwce voorgaandc vergclijkingen zullen dan, na. door «>'m tc zijn gedeeld, 
worden : 

(«*, + h, + c*,)(a / + «'/' + «"/'') + («5 + «'? + «"t)(3 — A) = 0, 

(«*, + % , + c t , ) (i? / + p/ + |J" /") + <p £ + p n + p" o (d - L) = 0. 

Van dezc vcrgelijkingen zijn de eerste termen nul, dewijl («/ + a>' + «"/") 
eti (^/ + ,s>' + p>") nul zijn. Derhalve moctcn ook de twecde termen nul 
zijn, waaraan voldnan wordt met zoodat de plaats van het begeerdc 

punt O zal zijn hct voetpunt der normaal, uit hct zwaartepunt op de rigting 
der aanvankelijke as van omwcntcling gctrokkcn, en het vlak (W) zal door 
hel zwaartepunt gaan. 

Mcn kan echter tcgcnwcrpen, dat ook de gcnoemde twccde lermen, onaf- 
hankelijk van L = 9 f nul zijn, omdat, b.v. allecnlijk op ccne der vergclij- 
kingen lettende, 

«| + «', + «"£ = («/ + «v + «r")L 

is. Deze mocijclijkheid, dit onbeslist blijven, schijnt alleenlijk op deze wijze 
opgeheven tc kunnen worden. 

Omdat, in clk geval, («$ + a' v + «"£) (d — &) nul is, zal het eerste lid 
der vergelijking (f) n° 1 worden 

(A/>' + ffl'mAi,)« + (iy + <a'mL J/i)«' + (Cr' + <o m 

Is nu werkelijk L = 9, dan zal dcze uitdrukking bevonden moeten worden 
nul le zijn, indien 9 in plaats van L wordt gesteld. Dit is wel waar, naar 
aanlciding van helgccn in art. 14 met betrekking tot de vergelijkingen (e) 
is aangeloond, maar iu plaats van naar cene ontwikkeling, in hct cerst gc- 
geven bcwijs voorkomende, te vcrwijzen, zou hct dan korler zijn op de 
vergclijkingen (g) terug te koinon, wclker twccde leden niel regtstreeks van 
L afhangen, en dcrhalve ook gelden als S komt in plaats van L, mits dan 
ook dc a, b, o in deze tweede lcden gedachl worden te zijn coGrdinaten van 
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een punl in het vlak (W), gaande nu, overeenkomstig het stellen van A 
gelijk aan 9, door het zwaartepunt. Hceft men op deze wijze aangetoond 
dat A = ^ aan den eisch voldoet, dan blijft nog ovcrig tc bewijzen dat het 
vlak (W), het vlak van twee der hoofdassen voor het punt O, levens is een 
vlak van twee voornamc hoofdassen. Hierin is wel geen bezwaar, door een- 
voudige verplaatsing van den oorsprong der coordinaten, in hct vlak (W), 
van hct punt O in hct zwaarlcpunt, doch hel ccn cn het ander maakt dit 
mecr regtstrceks zoeken en bepalcn van hct bcgeerde omslagtiger dan het 
volgen van den weg, die in art. 14, naar eene vooraf gemaakle vooronder- 
stelling, cerst gekozen werd. 



AANTEEKENING. 

De vergelijkiugen (7), (42) en (43), verkregen ia § I, arU 5, eu in § II, art. 2, — « n 
die de uildrukkingen zijn der voorwaarde van het onveranderlijk zamenhangen der stof- 
deelen vau de massa, dat is van bct onvcranderlijk zijn der onmiddelltjke aansluiting en 
onderlinge betrekkelijkc plaatsing der eleiucnten van de massa, — kannen langs korter weg 
worden govondon. 

Omdat de afstand d* van een punt (der maasa), welks coordinalen zijn *, y, z, tot 
eenig ander der onmiddellijk rondom gelegene punten, hebbende x -f- ^x, y + dy, * + 
tot coordinaten, onveranderlijk is bij eenigo oneindig kleine variatie der coordinaten, zal nit 

d* 1 + fc» + fc» = d» 1 

tcrstond volgen 

2^x8^x + 2dy*ty + 2d*3d« = 0, 

of 

ZtebS* + 2dyddy + **z*9z = 0, 

zijnde de vergelijking (42), welke levens de vergelijking (7) insluit. 

Voor dcn afstand W van laatstgenoemd punt tot een ander, dat wederom volgt of ou- 
middellijk aansluit, en van hetwelk de coordinaten zijn, *+2d* + o ,, «, y + 2Jiy + ^y, 
* + 2 J)* + d l *, heeft men de vergelijking 

(bw + d»*) 1 + (dy + d*y) 1 + (6t + d 1 *)» = d*' 1 . 
ttt deM en uit de eerste der voorgaande vergelijkingen volgt 
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2dxd»* + (vVx)» + ityVy + (d'y)» + Sto*d»* + (d»«)» = d*'» — d*» , 

of 

(d , *) > + (d»y>» + tt»*) 1 + 2 = fc'» - d<». 

Omdat nu noch d*' «ocb d* veranderen bij oneindig kleine variatie der coordinaten, zal 
nten ook hebben 

2d , *3d , ^+ Sd'y*d'y + 8d»*«& , « = 0, 

dat is 

2d»xd»a* + 2d»yd» + 2d»*d»o* = 0, 

en deae is de vergelijking (43;. 

Gaat men zoo voort, dan blijkt ligtclijk dat, voor zoo velc opvolgende punten raen zou 
willen, ook in het algemeen 

+»-»)» + (&"*)» 

gecti variatic ondergaat bij het oncindig weinig varieren der coordiuaten, en dat daaruit 
zal voortvloeijen de algemecne voorwaardea-vergelijking der variatie van de eoordinaten 

2d"xd»ox + 2& V V>»ij + = 0 * 



* De hier voorgedragcne kortere m&nicr, om de voorweardes-rergelijkingcn voor den onreranderiuken 
latuenhang der elementen van ccne vaate maasa te verkrijgen, ii gevolgd c»ar eene opmerking van den Heer 
I«Obatto. De neer Stakkabt evenwel kon sich noch met dese wjjie van aflciden, noch met die, weike in 
§ I, art. 5, en in § II, art 2, de noodige vergeiykingen hecft opgeleverd, noch ook in elk opxigt met de wijte 
ran beschooweo en rekcnen van Laqkaxob vereenigen. Hetgeeu ZEd. over een en ander hecfl aangemerkr, 
i» eeoocgsaam woordeiijk het navolgcnde met „ aangehaalde. 

„De vergelflkingen (42) en (43), in welke ook (7) begrcpcn i», iijo govonden door aan to nemen, dat 
„de variatien vao de nitdrukkingen 

*»+*»+*» • (Ij. 

(* + »»)»+& + ?*)«+(* + **)» (II). 

(z + 2 dx + i* x)» + (y + 2 *y + *»*)» + (* + t.tz + *»*)« (III)' 

«gciyk nul moeten stfn. Naar bct m|j voorkomt knnnen de vergelijkingen (42) en (48j hieruit nut 
„ worden afgeleid. Wanneer toch de oltdrukkingen (II) en (III) icts anders anllen beteekenea dan (I), moeten 
„?r, dy, dr, d*x, d*!f, i*z als elndige grootbeden beschoowd worden, soo Uein men wil, maar 
„toch als grooihedtn, en niet ali ontindig kUintn. Want zon hier b. v. ?x oneindig klein stjn, dan i» 

„(x+t>z) nitts mttr o/mindtr dan x. dr hceft gecn beteekcois dan allecnlHk met bctrekking tot eene 
„andere dlffercntlaal." 

De aanmerking is op sich selve juist, maar de wijze waarop in deu tckst is te werk gcgaao, is geen ef- 
wijking van hetgeen in de toepassinjrcn der diflerentiaal-rckeoing mecrmalcn geschiedt cn als geoorloofd is 
aangenomon, to weten dat men, io ptaais van eerst op eindige veranderingen opiettellJk te letten, deze als 
difftrtnlirn uit te drokken, en daarna, by ovcrjjang tot de limicten, daarvoor in de plaats te «tellen hcigecn 
hehoort, onmiddelHjk besluite tot dit laatste, cn derhalve het eerete (het gebruik van eindige differentien) 
noJate, daarby slechte dcnkende hetgeen er hij gcdacht moet worden. Wll men rerder differentialen cemglijk 
met hetrckking tot andcre beschouwen, dan kan men de diffcrentieal van eenige andere onafhaiikelljk verar.- 
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Bij de oplossing der voorstellen ovcr de beweging van een vast ligchaam om eene vaste 
as en om een vast punt, heeft men slechts te letten op drie oubepaalde variatien ix, 8y , 
9s. Daarom zijn er ook niet meer dan drie voorwaardes-vergelijkiugen van de variatien der 



dorHlko grootheid denkenj t\) bebocft niet genoemd of uitgednikt tc worden, golyk dit b. v. «omdjdi 
nagelaten in de variatie-rekening bij hct varieren van eene integraal. 



„In de plaat» van kooit dan Ar, voor komt A 1 *, cn»., xoodat men »al 

*»+*'+** VI). 

+ ao, 

(s + ^As + A^+O + ^Ay + AW+^ + SA^ + A**)* ("I). 

n Van dcxe uitdrokklngen moeten de variatiSn nnl «Un. De eewte geeft 

2x3x + 2y3y + *z3z = 0 (41) 

„ De tweede heeft tot variatic 

2 [x + Ax)(3x + <7 A*) + 2(y + Ay)(<ty + <? Ay) + 2(* + Lz)(3z + ^:)=0, 
„dat is, op (41) leltende, 

2{Aa<** + *<?Aa: + Ly3y + y<?Ay + A*o*f + :3&z} + 

2{^xJAx + Ay<JA^ + A*<?A*} = 0 (A) 

„Worden nu Asr, &>/, A' stceds kleincr en klciner, dan worden de termen, die In dete verj;elgking 
„ols een tweede gcdcelte van het cerate lid aijn gonomon, en die van de dcrdc orde »<jn, stccd» kleincr 
„met bttrekking tot de terroen van de cer»te grocp, en die van de tweede ordc »yn, »oodat, tot do 
„liraieten overgaande, allecnljjk blfjfi 

2 { dxoz + xdjx + dy3y + yd3x + iz3z + zi3z J — 0, 

„maar er volgt nltt dat 2 } i>xd3x + tyi3y + izd3z j — 0 zou zyn mct betrekkiug tot de grens- 
„waarde eener grootbeid van de derdo orde." 

Maar (?* 3x + xi 3x + iy 3y + yi 3y + i>z 3z + zi 3z) i» niet onder»cheiden van i(x3x + y3y + z3z), 
Dcrhalve toa de uiikonm nlleenlijk leeren , dat 

i>(x3x+y3y + z3z) = 0 



Dit nul zijn echter bchoeft nict bewczen tc wordcn, daar het ecn gevolg is van hetgecn do vergelijking 
(41) uitdrnkt. Bovendicn zou dan door de ontwlkkelfttp, vau (II) niet mcer of nieti andor» gclecrd wordeo dao 
rcod» door (I) bckeud werd, terwljl er meer uit afgeleid moct kunnen worden Zou uiet liet bcgeerde verkrcgen 
worden ol» rocn vooraf opmcrkte , dat 

Lx3x + x3 &x + fcySy + y3 dy + &z3z + z3 &z 

aan de limiet zal wordcn = i(x3x + y 3'j + z 3:), cn daarom, op grond van (41), golijk »u/, zeodet dan, 
aan de limict, de vergclljkitig (A) zal overgaan in 

2[ dxd3x + iyd3y+izi3z) =0? 

«Meoikondii: bcschouwd geeft bet *tordva»tii? tijn van de uitdrukkingen (I), (II), (III) slecbu to 
„kenncn, dat drie punten op do oppcrvlakken vau drie vcrtchillende bollen mooten »\jn. Ilct ai oi nici 
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cofirdinaten noodig, eu van deze hebben bt slechts Un hi twee betrekking tot de voor- 
onderstelling ?au het vast zijn der bewogen wordende maasa. Beschouwt of necmt men de 
voorwaarde van dit wut zijn afgeseheiden van andere voorwaarden, tot wijze van beweging 



-,by elkandcr geplaaut ityn dier punten wordt er niet door aangeweten. Twee dier punten kttnnen 
„b. v. een afatand hcbben =v r + r , r en r' de ttralen van twee dier bollen «tfn." 

Maar bottaan de oitdrukklngen (I). (II), (III) dan niet niuluiiend onder de doideiyk genoerado en her^ 
haaldeiyk genoemdo voorwaarde, dat aij alleenlijk betrekkicg hebben toi aan tlkander gremende of tot onmid- 
dtUijk oft tlkander volgendt elementeu der maeta? De coordtnaten der punten duideu dit reedi asn. De ondcr- 
linge plaauing en verwydering der pnnten op de drie tphcritehe vlakken ttfn derhalve gecntzin* willekeurig, 
voora) niet alt nen in aanmerking neemt, dat aan bepaalde teekens, hettij dan -+- hetiij — , vdo> de difleren- 
tialen van x, \j, t, tnoet gedacbt worden. 

„l)e vergelykingen (42) cn (43) kunnon alechu afgeleid worden nlt de overweging, dai de onderlinge 
„arttanden van cenig punl tol een ivreede, van bct eerete punt toi een derde, en van bet tweedc punt 
„tot het derde ttandvattfg mocten ay«, dat i* 

Al« + A.V* + A-* - etandvastig, 

(2 _> x + A 1 *)• + (2 + A »jf)« + (2 A z + /_«_)' = *Wr.. 

(^+^)' + (A_/ + + (A : + A'*) 1 = »W... 

„waarnit dan 

(A 1 *)» + (A'*)' +(A*--)* = indc, 
„en eit deac en de eerato dcr drie voorgeAndff vergeiykingen zal dan volgen 
2 Ja*<7A-- + A.y*A}/ + AitfA*}^ 0, 
2 {A t *«*A'* + A\y<?A , _< + A^A**} = °. 
„gcvcnde, brj overgang tot de limieten, de vcrgeiykingen (42) en (43)." 

Men wll de julttheid deier w"(jxe van betchouwen, om de voorwaarde van bet onveraaderiyk geplaaUt »yn 
der elcmcnten onlwyfelbaar uit le drukken, gaarne toegeven. It zy echter ntet in die van Laoraxor hcgrepcn? 
Er wordt hier bepaaldclij- gtwlcld of voorgo*cliroven, den afttand ean htt tweede tot hel derde punl mede i'<i 
rekeniug le brtngtn. Laohamo- deed dit niec, or vond gecnc redeu ora hct te nocraen. Hy had geene dric 
voorwaatdet-vergciykingen noodig. llij wildc cr vele geven. Hy wiMe xe alle goven voor alle -logelyko 
aftuvtden tustchcn paren ran elemcnten, niet alleenlijk dc afetanden van 1 tot 2. tot 3, lol 4, eni., maar. elk 
punt een eortle punt kunncndc »yn, dan ook de af.taudcn vun 2 tot 3, van 2 tot 4, enz. v*n 3 tot 4, eoi. enx. 

„Zclfi hcb ik bcdeuking legen de »yxe, waarop dexe vergeiykingen door Lao-.aig_ verkregen xgn. 
„H'0 ttelt (aie de vcrgciykiugen, in de Aantcekening der B.drage gemerkt (aa)) 

_|_jy + = -, 

ent. . . eox. 

„Volgcnt mijne wyxe van xien kunncn dcie diflerentialen, zoo lang zlj mct z, ij, l, door optelling, 
„of aftrekklog verbonden tiju, tlechta alt eiudige differentlen betchouwd worden. Men miot dcrhalve, 
„Laobahob volgcndc, slellen: 

(A*)' +(Ay)' +(A*)* =«. 
(A^+^V) 1 +(A'V ~p. 
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al8 anderzins betrekking hebbende, — vraagt men derhalve alleenlijk voorwaardes-verge- 
lijkingen, die den onveranderlijken zamenhang der deelen van de raassa zullen uitdrnkken, 
dan moet het aantal dezer vergelijkingeu drie zijn, wel te verstaan met opzigt tol de 
elementen der raassa in het algemeen, dat is bij bet onbepaald blijven der plaats van de 
elementen in de uitgebreidheid der massa. Behalve de vergelijkingen 

2dxd*x + ibydty + 2dsd^ = 0, 

behoeft men alsdan uog &n vergelijking, welke, zoo als de tweede is gevonden door raidde 1 
van de eerste, verkregen kan worden mct de twecde en eerste vergelijkingen, en welke is 

id>x}) s dx + i^yVdy + 2d'*d*«« — 0. 

Men kan eene vierde, ecno vijfde dergelijke vcrgelijking vorinen, enz. Alle zullen begrepen 
jsijn in de hiervoren gcstelde algemeene, namelijk 

In het algemceu geval zijn er cchtcr slochts drie dezcr vcrgelijkingcn noodig, voor zoo verre 
zij zijn onderling onafhankelijk. Want cr zijn niet meer dan dric onbcpaaldc variatien, en 
zoo men dezc zou wiilen bepalen, dat is vindcn hoc, bij hct onbcpaald blijven dcr coor- 
dinnten, dc variatieu dcr coordinaten van do puntcn cencr vaste massa zanienhangcn met 
die coiirdinaten zelvc, dan zoudcn danrtoc dric zoodanige vcrgelijkingen toereiken. Al de 
overigo gelijkvormige vcrgelykingeu zullcn door dczelfde waardcn der variatien Si , fy, ds 



„Om nu te bcwU*cn dnt dt vnrmlit van 3 nsl i», moet rue» hebbcn : 

(2 A * + A**) 1 + (2 L>J + A V) 1 + (* A * + Zi*.-)' - jWewfty. 

„dat it 

4{(^ 1 )+(Ay) , +(AO 1 )+4{ATA 1 x+A.VAr'/+A:A J -} + {(z i V)'+^\ V )>+(A^0 , }-^«rf.-..(R) 

„Maar ncmendc, Yolficn» dcn regol, de differentic van », dan komt, na met 2 vcrineniirvoldigd en met 
„ 4» vermeerdord to hcbhen, 

4« + 2A«-4{(AJ-)*+(^)'+(AO'} ++ {A*A , *+A>»A , # + ArA.«*} + 

+ *)* +{**!/)* +{*'*)*), 

„of 

4a + 2 A«- {(A 1 *)» +(A';..)« +(a« *)*) - (B) ~ mndu., 

„dat it 

4« + 2a« — /9 «««rfr., 

„waarvoor bij Lagranob komi 

*« + 2?« + /S. 

„De uitkomst blijft nogtuni dctolfde, iiaraclijk dcze: daar « «tandvastig ia met betrekkin;; tot de variatio 
„o*, ii ook A* in denxelfden ain nandvaatig; bij govolg ook 3, cn daaron. de variatle van-ggeHfk nul. 

„Eene gclQkioortigo opmcrkin;; geldt, nanr hct mU voorkomt, ook omtrcnt het bewjjs, in de Aantee- 
kcning gcgeven, en naar eene mcdcdceling van den Hcer Lodatto gevol«d." 

39* 
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voldaan of identisch 0 = 0 woiden, door welke eenig drietal wordt voldaan, of die uit 
eenig drietal mogten zijn afgeleid, en waartoe dan klaarblijkelijk voorkeur wordt gegeven 
aan de drie eerste vergelijkingen, als, door lagere orde, de eenvoudigste. 

Mcn is deze algemccne voorwaardes-vergclijkingen van het onveranderlijk verband der 
elementen van een vaat Jigchaam verschuldigd aan Lagranob, die er gebruik van gemaakt 
heeft om, naar zijne methode, dc vergelijkingen tc vindeu voor het evenwigt van krachten, 
werkendc op de elcmcntcn zoo van een onrekbaren en onbuigbaren draad, of eener massieve 
roede, als op die van cen vast ligchaam (zie zijne M&anique Analytique, Premiere Partie. 
Seet. V, Chap. III, § IV, et Chap. IV, page 159-173, EdU. 1811). 

Lagbanoe dcnkt cene meuigte op elkander volgende punten, bepaald door de opvolgendc 
coiirdinaten x, y, s, x+o*, y+dy, s+d-f, *+2^«+d'*, y + Soy + d^y, «+2di'+d , «, enz. 
De uitdrukkingen voor de quadraten der afatanden van het eerstc punt tot elk der vol- 
gende worden ligtelijk gevonden. Zij zullen zijn 

«, 

4« + 2d« + ?, 

9« + 9 0 « + 9,i + a(d*«-afJ) + 3d|« + /, 

enz. enz. , 

indien nainelijk gesteld wordt 

0^ + dy^+d* 1 =«, 1 
(d 1 *)' + (W + (o 1 *) 1 = ?, { 

(d , -) , +» , *) , + (d , *) , =/. \ 
finz* > . • • « 

De genocmde afstanden onverandcrlijk moetende zijn, zulleu de variatien dcr tweede inagten 

van de uitdrukkingen, door welko zij zijn bepaald, nul wezen, cn daarom 

9a = 0; 43« + 23d« + 3,$ = 0; 9 3« + 93o« + 3ty + liSyu + 33c\? + 3/ = 0; enz. 

En hieruit leidt meu gemakkelijk af, dat aan dc voorwaarde van het onveranderlijk aan- 
sluiteud zamcnhangen of volkomen vast ziju der deelen van het ligchaam voldaan zal worden 
door de vergelijkingen Su = 0, 8fi = 0, 3/ = 0, dat is door deze drie vcrgelijkingen 

d*d3* + oydfy + teidz = 0, j 
d^d'3* + d^yd^y + d 1 * 0^5 = 0, [ ( w ) 

d^rd^x + d^yi^fy + o^tfMj^rO. ; 
Werken er dcrhalve op de elementen van een vast ligchaam krachten, die, ontbonden zijnde 
ln ngtmgcn evenwijdig aan aangenomene coordinatcn -asscn, tot zainenstellende krachten 
hebben Xdw», Ydwi, Z 0 m, dan zal, bij de onbepaalde vcrgelijking der virtuele momenten 
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voor het evenwigt dezer kraohten, gevoegd inocten worden de sotn der sommen (integralcn 
over de geheelc uitgebreidheid van het ligchaam) van de voorgaande vergelijkingcn (die 
elke slechts tot een enkel elemeut bctrekking hebben), elke vooraf met een onbcpaalden 
factor X, f», p vermenigvuldigd zijndc. De voorwaaTde van het vast zijn des ligchaams op 
deze wijze in rekening gebragt zijnde, hceft men de raeer bepaalde vergelijking der vir- 
tuele momenten. Zij zal dienvolgeus, ouherleid, deze zijn : 

0 = /{(Xa* + YSy + Z3z)dm + XtfxtSx + dyZ*y + fcd**) 

+ ^{ t Vj?d 1 3* + d , yO , «Jy + d , 5d l ^) + » , (») , *d s «Jx + d , yd , ^ + d 3 2d , ^j * . (oo) 



• De vergelljking (ce) xoq kunnon vcrvangen worden door eeae andere, geon onbepaalde faetoren ), i», » 
bevattende. Dcze andero komt, door, nit de vergeiykingen (46), de waarden der variatien a*, Sy, Sz te bopa- 
len (in functie van de onbepaalde coordinaten x, y, z en van willekenrige •temlvastige grootbeden, die selve 
als varlatifn igu aao te merken), en dese waarden alsdan in de onbcpaalde algemeene vergeljjkiDg der virtuele 
te subttliueren. Dit ia mede door Liorakob gedaan. Hty integreerde daartoe de vergelijkingen (61), 
et meer eenvondige der uitvoering nam hy aao dat ix standvattig x\j, en daarotn d*x = 0 en 
d'x = 0 (vergeiyk, biervoren, § II, an. 4). Laorakob vond (sie Mecan. Anai. p. 169 de )a Prtm&r» Partit) 



Sx=3l — vJX + sJM, 
<ty = Jm + arjN — zth, 
*.<}« — xo*M + y<JL ( 

in welke al, t*i«, ta, <*L, <?M, t?N, it* willekearige standvastige grooibeden zjjn , van dezelfde orde ats 
tx, 9y, ts. Dese eenvondige formulen syn de uitdrakkingen voor de variatien der coordinateu van elk punt 



vatte raasta, naar eenige voorwaarde bewogon of verplaaut knuqende 
Laorakoe noemt Eulxr, als door wieu dese formulen het ecret souden gevonden zfln, ofscboou op andere 
en minder strikte w\)ze. 

Eolrr gaf in het jaar 1750 (Mimoirtt de tAcadtmit dt Berlin) ttfne belangrykc verhandeling, getlteld 
„Dicovitrtt dvn nouvtau principt de iftcaniqvt," ten doel hobbcnde om een oienweo en beteren weg aaa te 
wtyien, ter oploesing van het toen nog soo moeyeiyk en niet gcnoegsaam opgelost Problema der bowegiog 
van een vast ligchaam om een vast punt. En inderdaad heeft Eolbb iu deze verhandeling ook op het oog 
gebad om de voorwaarde van bet va»t sjjn des ligchaams op bjjsondere wyse in rekeuing te brengen. Ofiohom 
sich noch van do bewoording variatit noch van hct tcekcn J, t«r aanduiding ran eeuige variatie, bodicnende, 
kwam hij toch, bijkans volgeus bettelfde daaraan te hcchten begrip, tot do uitdrukkingen roor de vomnderinneu 
bij het verplaaut wordcn van eenig punt der matsa, dat met een oneindig nablj gclcgen punt op onvcrander. 
Igkc wtjse is verbonden. Hetgeen Laorakob kon noemen cahatie vrerd door Eolbii genoemd txtlhtid in dta 
tijd ?f. Ztju P, Q, R zoodauige sneiheden, in de rigtingen der coSrdinaten-assen, dan korot Edlbb tot dese 
betrekkingen 

Fx + Qy + Rj = 0, 
?P r>* + t>Q + i»R iz = 0 , 

welke, als voorwaordes-vergeiykingen, volstrekteiyk deselfde tijn als de in dese Bydrage gevondene verge- 
lijkuigeti (41) en (42), soo tlecbts 2 <?jf , 2<*y, 2tz in plaau van P, Q, R worden gesteld. Eolbr vindt 
•venwel ilecbts deze twee vergelijkingen. Eene derde, hoedanige de vergelijkiug (43) is, goeft hrj nict, en dit 
is minder streng of minder volledig. Nogtant vindt hij, ofschooo niet regutreekj, maar door bytondere voor- 
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Herleidt men dcze vergelijking door integreren bij gedeelten, zoodat alle termen onder 
het integraalteekcu van loutere variatien (geen differeutialen van variatien) afhangen, — 
en oudcrscheidt men de bestanddcelen der termen, buiten het integraalteeken gekomen en 
alleenlijk tot de beide limieten der integraal bctrekking hebbende, door accenten (b. v. 
X'' en X', fi' en /«'.... x" en x, enz., naar gelang zij gelden voor de tweede grens of voor 
de cerste, en bij welkc eerste grena al de iutcgralen, die in de beschouwing voorkomen, 
verdwijnen of nul zijn), — dan komt dezc ontwikkelde en hcrlcide vergelijking: 

&(*.)*) + d , (.'«d'*) — 
d(iay) + D 1 C«a i f)-d , (»d , f)] «V 

>{r^ , -d(^ , 'd*0+d , (' ,, d^')}^''~{W^(«'d > ^+d l (/d 1 « f )}««' 
+ {^''_dC«''dV')+d 1 (/;Vy'')}ay"-{W-X'«'d 1 j')+d 1 (/d s y')}3y' 
+ {r v V'-d(M''d 1 / , ) + d 1 (/ , d 1 O}^' , -{i'^'-d(u'd 1 2 , )+d 1 (r'0 1 ^}3/ 
+ [Wx''^(r"V* n )}tt*''+(irb**")& l 9*''-- {pW-W*'j}*M-W*ft*9x' 

+ { ! ''d 1 y'-d(*''b'y , ')}W+(*''yyiy 

+ {, t "d*z'—yyd V)} w +(/'d 1 6Y — {..i'd 1 *'— i(/d V)} ^av — (/d »*')d 1 «/ • (<**<*) 

Laorange behandelt deze vergelijking verder, gelijk inen, ter aangchaalde plaats, kan ua- 
gaan. Het is ouuoodig daarvan hier meer te ontleenen of te geven voor hetgeen thans, 
tot besluit, uog zal worden bijgebrogt als voorbceld van toepassing dezer vergelijking, om 
het voorstel dcr bcwegiug van een vast ligchnam om ecn vast punt op te lossen. Daartoe 
moeten vooreerst de oubcpaaldclijk aangeduide krachten Xd"», Y 0"», Zfttn, tusschen welke 
cvcnwigt zal bestaan, vcrvangen wordcn door die, welke, volgens het bcginsel van d\Alkm- 




l»(=*r) = + Aj + ]Jr; Q(^*»^ + C; — Ax; ll(=<?.-^_ B*-t>, 

in wclke A, B, C willckcurigc BUndvn»ligc grootlieden rijn (vcrgelijk <ie uitkorasten, door intagreren vor- 
krcgen in § II (art. 4) dexor Hijdrago). Het zSjn deze vcrgclijkingen, welko L,aorahor heeft knmion bedoelen 
als het eertt door Eulkk gcvouden. In vorm »yn zij nict onderscheidcn van de door J,aorakok gcgcvcne 
formulcn. Dcze ityn alguniccn, als geen bctrckking licf»0eti Je tot ectiig bi-paald gevnl van bcwcging ecner 
vaMe massa, lerwijl Eulkr zich hnd icn doel gwteld veraclijkinseu of formulen tu riuden, loepasjelyk op het 
bjzonder geval of bcpaald problcma der beweging v*n ccn vast ligcbaam om cou vast pnnt; aladan toch vcr- 
vallcu, bij het nict vrij *yn dcr uinssn, c/.ie van de i« willekcurige staiidvastiijc groothoden, die in de formulen 
van Laoba.so» nnnwczig »(Jn en njoegteti zijn. 

Euler gewangt ook van dc krnchten, onn weike men, bij het in rckcning brengcn der voonvnarde van 
dcn onvcranclertijkeu zaraonhang dcr elementcn van de massa, kan denkcn. Vati ccn bcpnlen dczcr krachten 
kon gecn »prakc *i)n, gclijk ook, hct voorschrift vati Laoha.voe volgcnde, jioortanigc bepaling, door het bepalea 
dcr waarden van do factotcu f* cu », uit dcn nard dcr Juvak tot niets zoo leiden. Kui.kr morkt hicromtrcnt ecn- 
votidiglyk op: „or il nl a remtirquer que Us /brcts iuttrnet st dttruiitul nmluetltmtnl" 



Digitized by Google 1 



OVEREENKOMSTIG DK REKENYYIJZE VAN LAGRANOE. 87 

bbbt, evenwigt raocten raaken door middcl van de betrokkelijk gedwongene stelling van het 
te bewegeu ligchaam, dat is, in de plaats van de termen X %m, Y ^m, Z^m komen deze 
andere 

Ycrmits nu in de vergelijking (dd) al de variatien onder hct inlegraaltecken, of in de 
integraal-uitdrukking, als onderling onafliankelijk kunnen worden voorondersteld, en dc 
groolte van elke dezer variatien, alhoewcl ook oneindig klein, daardoor geheel onbepaald is 
en willekeurig, — daar verder aan de vergclijking, volgcns dcn bekenden rcgel, voldaan 
wordt door e*n de integraal uitdrukking, 6n dc som der tennon buiteu dc integraal, afzon- 
derlijk nul te stellen, — zal ook elke der drie integralen, die 8s, 8ij, 8t tot factoren 
hebben, nul zijn. Ilierdoor hceft men, daar ook dc iutcgraalteekens kunncu wcggelaten 
worden, in de eerste plaats, deze drie vergelijkingen : 

(xdm — d«) -d(»d*) + d»fj.d**)-d a (»a , *) = O f \ 
^Ydm-^dmj-d(U,) + d J (.«d J y)- ^(^'y) = 0, \ («) 

( Z dm ~ dm ) - 0 < lda ) + d> < M d '*) - (* *'*) = 0 » 

De voorwaarde vau het beperkt zijn der beweging hestaal in het verbonden zijn dcs 
ligrhaams inet een vast punt. Worden van dit punt af de coordinalen gerekend eu ook 
(ala beginpunt) de integralen, dan is, door deze laatste vooronderstelling, *' 0, y' = 0, 
*' = 0, en dan ook 8x' = 0, 8 y' = 0, 9z\ = 0. Hicrdoor vallen uit de vergelijking {dd) 
die termen weg, welke, buiten de integraal, met 8jc\ 8y, 8z' vermenigvuldigd worden, en 
de variatien aan de limicten der intcgraal nu verder aan gccne bijzoudere voorwaardcn ou- 
derworpen zijnde, kunnen de coefficienteu der onderscheidene variatii : n cn difTcrentialen van 
variatien, behoorendc tot do termcn buiten de integraal, alle gelijk uul worden gcsteld. 
Daardoor komeu, in de twccde plaats, deze tot de grenzen der integraal betrekkiug heb- 
bende vergelijkingen of voorwaardeu : 

— dyd 1 *") + d»(*"d**) = 0; 
X" V — d(.«"dV) + i» f/W*) = 0; 

x»$t» — ao*" a 1 *") + a 1 (/'a"*) = o. 
M"av— a(/'dV') = o ; f."av— d(r"dV) = o ; /•'■a»*"-a(F ,, d , *") = o i ' y • • (//) 
^a 1 *' — a(vav) = o ; /«'av-e/ey) =o ; /o 1 *'— e(/dv) =o. 

»"0'*" = 0 ; r"d s y"=0; ,"dV' = 0; /eV = 0; r'oV=0; r'dV = 0; 

dal is v" = 0en»' = 0. 
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De eerste integralen van de vergelijkingen (ee) zijn: 





= D, 




= E, 




= F. 



(09) 



Aan de eerste limiet zijn de integralen, dat is de eerste termen yan de voorste leden 
de2er vergelijkingen, nul; ook zijn, aan dezelfde limiet, de derde termen der voorste ledeu 
nul (zie (ff)); derhalve komt: 

— i\W=D, — A'V = E, - l' d*' = F (hh) 

Let men op dc tweede limiet, dan hebben de inlegralen betrekking tot de geheele massa, 
eu ingcvolge de drie cersle vergelijkingen (ff) zullcn de overige termen der voorste leden 
van dc vergelijkingen (gg), te zamen genomcn in elke vergelijking, nul zijn. Gevolgelijk 
zal mcn hcbben mct bctrekking tot de geheele inassa: 

j(xdm-^dm) =D, ^y 0 m-^fdmj = E, j[z])m- ^dm) = F. . (ii) 

Door eljminatic van X uit de vcrgclijkingen (gg), twee aan twee genomen, kan men drie 
andcre vergclijkingen vormen, die, wcdcrom gcmtcgreerd zijnde (en zulks, waar het noodig 
of gepast is, bij gcdeelten), dcze tweede intcgralcn zullen opleveren: 

y j (Xdm-X^ -x j (YOm-^mj- j {yXdm-*Y*m-y^,+*^om} 
+ {.«d , .r— &t>u»*)}fc— {*yy-h(rVy)}*x+vWyd s x—yxyy)=V!-F*+G; 

+ {«d**-d(^ , *}}d*--{.«d , *-d(»'d , *)}d«+i'(d>^ 1 *--d , *d , *)=D*-F*+H i 
- | f Y0m-|]{^ -y j(l Om- ^>«)~ 1 {*Ydm- ff Zdm-z^m+y ~ 0 m} 

+ {«u'y-d(^ s y)}u*-{«V*^^ ' 

Aan de ccrstc limict der iiUcgraien zijn * = *' ~ 0, y=/ = 0, s = ; r .— 0, >- = i»' = 0. 
De oubcpaalde integrolen zijn mede nul, gelijk ook, ingevolge de vergelijkingen (ff), de coeffi- 
cienten van d*, ty, us in de termen buiten dc integralen. Kn hiermede worden de wille- 
keurige standvastige groothedcn G, H, I gelijk nul. Voor de tweede limiet zuilen de 
vergelijkingen (kk) betrekking hcbbcn tot dc geheele niassa ; desgelijks dc vcrgelijkingen (ii). 
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Daarom zullen, b. v. van de eersle der vergelijkingen (kk), de twee oerete termen kantien 
vervangen worden door y" D — x" E ; maar zij worden dan opgeheven door de termen 
By — T.w" in het tweede lid< en dit tweede lid wordt hierdoor ntd. Daar verder ook 
v — p" = 0, cn eveneeus de coefficienten van $y en a&n do tweede limiet nul zijn (zie 
( //))< Z£ d CT alleenlijk, met betrekking tot de geheele massa, de derde term van het voorete 
lid overig blijven. Op dezelfde wijze kotnt dergelijk besluit voor de twecde eu derde verge- 
lijkingen (kk). Zij worden derhalve herleid tot drie integralen, elke gelijk nttl, en deze 
geven dan terstond de drie vergelijkiugen der beweging, namelijk de vergolijkingcn (49), 
in art. 2 van § II gevonden. 

Om de formulen voor de drukkingcn tcgen het vastc punt tc vcrkrijgen, merke men op, 
dat de eerste der voorwaardes-vergelijkingen (66) voor de variatien der coordinaten (en van 
welkc al de tcrmen oigenlijk nog 2 tot factor zouden moeten hebben), voortgekomen is 
uit de cerste der vergelijkingcn (aa), zoodat hier do niet gcvarieerde of oorspronkelijke 
voorwaardes-vergclijking is 

zijude eene functie, niet van coordinaten, maar van difTerentialen van coordinaten. Zij is 
de uitdrukking voor den afstand van eenig eente punt der massa tot eenig onmiddellijk 
opvolgcnd ttceede punt. Hiertoc hceft dan ook betrekking dc onbepaalde factor X, met 
welkcn de ccrsto der gcvarii : ordc voorwaardes-vergclij kingen, dat is do ocrstc dcr vergclij- 
kingen (66), is vermcnigvuldigd gcworden. Het ccrsto punt, dat, tcr bepaling van X, als 
eerste punt voor de geheele massa in aanmerking komt, is klaarblijkelijk het puut aan do 
ecrste limiet der integralen, derhalve het vaste punt. De voorwaarde L = a — enz. zal 
dienvolgens betrekking hebben tot een punt, onmiddellijk grenzcnde aan het vaste punt, 
en X' zal dan betrckking tnoeten hebben tot eene drukking, uitgeoefend tegen het vaste 
punt in do rigting van cenig regtlijnig dinurentiaal-element d»'; d« hoegrootheid der druk- 
king zclve zal X'U' tot uitdrukking hcbbcn. Voor de waardc X' van X, tor plaaUe van het 
vaste punt, geven dc vergclijkingen (hlt), als in deze 2X' gestold wordl voor X', 

y — _ ^ J) _ ^ y ___ y 

2d*' ~~ 2tV ~" 20*' 

Verder is 

U ' = * " i = * *"W+<«" = ±2 ^ 

weshalve de grootte der drukking, uitgeoefend tegen het vaste punt in eenigc willekeurige 
rigling, zal bcpaald ziju door 

nr = f..D = f..E = *U 
b>j 

Hieruit is blijkbaar dat D, E, F, kunncn aangemerkt vvordeu als zijude de grootten van 

40 
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drukkingen, uitgeocfond tegen het vaste punt in de rigting der coordinaten-assen van de 
massa. Derhalve zal men voor de zatnenstellende tutale drukkingen hebben (zie (tt)): 



D, = I Z )m - j d 



Deze uitdrukkingen zijn dezelfde als de uitdrukkingcn of formulen (c), in art. 6 van 
§ II gevondcn, en uit welke, door het outwikkelen der intcgralen, verkregen zijn de for- 
mulen (57), die de nader bcpaalde waarden voor de zamenstellende drukkingen doen be- 
d worden. 



ke n 



Lkidbn, 1860. 
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